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第 一 章 ”组 合 数 学 的 基础 


$1. 何谓 组 合 数学 ? 


组 合 数学 ， 也 称 作 组 合 分 析 或 组 合 学 ， 是 自古 就 有 的 数学 分 
X. HiH BEATA 2200 多 年 就 观察 到 神 龟 背 上 的 幻 方 
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公元 前 1100 多 年 ， 在 中 国 已 隐约 产生 了 排列 的 概念 。 公元 1140 
年 Rabbi Ben Ezra 似乎 已 知道 从 = 个 事物 中 同时 取出 > 个 的 组 合 
数 的 公式 .古代 有 关 这 方面 的 知识 大 多 联系 着 数 的 神秘 主义 ;而 近 
几 个 世纪 来 ,许多 作者 又 从 数 学 游戏 的 角度 接触 这 个 课题 。 Bachet 
的 夸 码 问题 ，Kirkman 的 女生 问题 和 Euler 的 36 名 军官 的 问题 等 
等 ,都 是 这 方面 有 名 的 例子 . 这 些 问题 很 能 推动 人 们 去 思索 ,它们 
的 解答 也 常常 是 机 智和 精巧 的 . 

过 去 为 了 娱乐 或 由 于 其 美学 上 的 魅力 而 被 研究 的 很 多 这 类 问 
题 ,现在 在 纯粹 和 应 用 科学 上 都 有 重要 的 价值 。 不 久 以 前 ,有 限 射 
影 平面 还 只 被 当 作 一 种 组 合 的 珍 玩 。 SR, 它 在 几何 基础 以 及 试 
验 的 分 析 和 设计 中 都 是 基本 的 . 由 于 离 获 性 问题 在 现代 技术 中 的 
极端 重要 性 ,过 去 的 趣味 数学 也 被 赋予 了 新 的 严肃 的 目的 。 

更 重要 的 是 ， 现 时 代为 组 合 数学 展现 了 一 系列 有 吸引 力 的 新 
问题 的 广阔 范围 这些 问题 出 自 抽象 代数 、 拓 扑 学 、 数 学 基础 、 
论 、 博 弈 论 、 线 性 规划 以 及 许多 其 它 领 域 。 组 合 学 从 来 就 很 驱 杂 ， 
在 我 们 的 了 时代, 这 种 多 样 性 更 是 大 大 地 增加 了 . 它 的 各 种 各 样 的 问 
题 不 能 在 一 个 绕 一 的 理论 中 有 效 地 着 手 解 决 。 以 上 所 述 大 部 分 对 
数论 也 同样 适用 .事实 上 ， 组 合 学 和 数论 可 以 i 
们 在 内 容 上 有 一 定 的 共同 部 分 ,而 且 彼 此 真正 地 互相 充实 丰富 . 
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组 合 数学 与 很 多 数学 分 支 相 交叉 ， 因 此 很 难 对 它 下 一 个 正式 
的 定义 。 不 过 大 体 上 可 以 说 ， 组 合 数学 从 事 于 把 一 些 元 素 安排 成 
种 种 集合 的 研究 . 这 些 元 素 的 个 数 通 常 是 有 限 的 ， 而 这 种 安排 必 
须 服 从 所 论 问题 提出 的 限制 条 件 。 文献 中 有 两 大 类 问题 、 在 第 一 
类 问题 中 ， 所 论 组 态 Configuration) 的 存在 尚 待 证 实 , 而 我 们 的 研 
究 在 于 对 此 作出 明确 的 断言 .这 类 问题 称 为 存在 问题 .在 第 二 类 
问题 中 ,已 知 组 态 的 存在 ,而 我 们 的 研究 在 于 确定 组 态 的 数目 或 作 
出 这 些 组 态 的 分 类 . 这 类 问题 称 为 计数 问题 . 本 蔬 侧重 讨论 存在 
问题 ,但 许多 计数 问题 也 时 常 出 现 . 

或 许 会 认为 ， 第 二 类 问题 不 过 是 第 一 类 问题 的 细致 化 或 明显 
的 推广 ,是 有 这 种 情形 . 但 实际 上 、 如 果 需 要 很 费劲 才能 搞 请 楚 
组 态 的 存在 , 则 对 相应 的 计数 问题 几乎 一 无 所 知 。 另 一 方面 ,如 果 
计数 问题 容易 处 理 的 话 , 则 相应 的 存在 问题 通常 是 不 足 道 的 . 

我 们 用 一 个 初等 的 例子 来 解释 上 述说 明 ， 在 一 个 横 坚 各 八 格 
的 正方 形 棋盘 上 ,去 掉 对 角 上 的 两 格 . 现 有 31 SERERE, 每 张 骨牌 
正好 能 盖 住 棋盘 的 相 邻 两 格 . 现在 的 问题 是 用 这 31 张 骨牌 完全 
盖 住 这 个 去 掉 了 对 角 上 两 格 的 棋盘 .在 这 个 问题 中 ， 解 的 存在 尚 
HEX. XE, 我 们 说 这 种 覆盖 是 不 可 能 的 。 设想 棋盘 上 全 部 
64 个 格子 黑白 相间 。 如 果 去 掉 两 个 黑 格 或 两 个 白 格 , 则 棋盘 上 留 
下 的 黑白 格 数 不 等 .但 一 张 骨 牌 在 棋盘 上 一 定局 时 盖 住 一 黑 格 和 
一 白 格 .由 于 棋盘 的 对 角 上 的 两 格 必 同 黑 或 同 白 。 因此 , 所 要 求 
的 覆盖 是 不 可 能 的 。 如 果 对 角 上 两 格 不 去 掉 , 则 有 许多 种 方法 使 
32 张 骨 了 牌 盖 住 整个 棋盘 . 这 时 所 要 讨论 的 就 是 确定 有 多 少 种 不 同 

履 盖 方法 的 计数 问题 了 。 | 


$2. 集合 | 

iz S 是 一 个 元 素 为 a,b, c, HERRA. 我 们 用 s€s 来 
表示 ， 是 5 的 一 个 元 素 。 如 果 集 合 4 的 每 一 个 元 素 都 是 集合 SH 
元 素 , 则 称 4 为 5 的 一 个 子 集 , 记 为 ACS, MR ACS M SC A BD 
成 立 ， 则 集合 4 与 集合 5 等 同 。 记 为 A=S. WẸ ACS, 但 4 天 8， 


e 2a 


则 4 是 5 的 一 个 真子 集 , WH ACS. s 的 所 有 子 集 的 集合 记 。 
ALO. STER CGEREROENELIG MIRE 
i€STITESÉEMBTG. M 中 同时 满足 ee SMee TH 
TUR © 的 集合 称 为 S 和 工 的 交 ， 记 为 S 站 了 了， 更 一 般 些 ， 如 果 T: 
Ti, T, EMITE, WW TLATAN-: N T, 表示 同时 满足 ? 
个 关系 CET — 1,2, 7) 的 元 素 。 的 集合 . 如 果 M 的 子 集 
S 和 了 没有 公共 元 素 , 则 称 s MT AH (disioim), 关系 式 SN 了 一 
ORR STARA. MhpweeSMeeT 的 元 素 < 的 集合 称 
为 5 和 并 的 并 , 记 为 SUT. 更 一 般 些 ,如 果 TiyTs T, EM IO 
子 集 , 则 T.U 7T,U，… UT, 表示 元 素 < 的 集合 ,这 种 。 至 少 满足 > 
个 关系 CE TG m= 1,25 7, r) HRI MS 子 集 TT. 
\ T, 如 果 满 足 M = TUT Us UT TNT m 9G i, 
P3172, As WA To Tu: T, 给 成 M 的 一 个 划分 
que. WPREREEERH, M RATARNS ~ 
TUDU- U MMT UT: U- … UT 相等， RIAN T, 
TG = 1,2, sr) 成 立 ;MM 的 两 个 无 序 划 分 M = T,UTLU--- 
UT, 和 M = TIUT;U---UT, 要 等。 表示 每 一 个 T, 分 别 等 于 
某 一 个 T;. | | 
只 含有 限 个 元 素 的 集合 称 为 有 限 集 如 果 一 个 有 限 集 的 元 素 
个 数 是 n, 则 称 它 是 ”= TAGES. RAT AES » RINE 
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个 元 索 的 子 集 .很 多 数 数论 证 广泛 使 用 下 述 初 等 原理 . 

” 设 5 是 一 个 m- 集 ,了 是 一 个 s- 集 . 如 果 5N7T 一 名 , 则 SUT 
是 一 个 Cm + 7)- 集 . 此 即 所 谓 加 法 法 则 ， 推 广 的 加 法 法 则 说 :如 
5 T, 是 nc 40-—1.,2,-- MUR T.U TJU-- “UT, 是 
M 的 一 个 划分 ， 则 M 是 一 个 Gn m 十 "… 十 ny)- 集 . 

设 s, 了 是 两 个 集合 ， MW seSMr€T, W Gt) 为 一 有 序 
对 。 两 个 有 序 对 (s, 0) MCF, £7) 相等 , 当 且 仅 当 一 让 ,tt 一 
所 有 这 种 有 序 对 构成 的 集合 称 为 5 和 7 的 积 集 , 记 作 5 x T. 用 
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MCS; T, n) 记 形 如 (5, 0) 的 有 序 对 的 一 个 集合 ,其 中 * 可 以 是 5 
的 任意 元 素 , 但 每 个 *6 5 恰好 与 # 个 元 索 :6 THAN. BAS 
中 的 不 同 元 素 并 不 一 定 与 了 的 伺 一 个 sw- 子 集 的 元 素 相 配对 。 上 
述 记号 表明 了 至 少 含有 个 元 素 . MH M(5, Ts 内 一 5 X T 
当 且 仅 当 了 是 2- 集 . 现 设 S 是 一 个 m-R, M MG, T. n) 是 
一 个 (ma)- 集 ， 此 即 所 谓 乘法 法 则 ， TRA: 如 果 
Ty, 是 m- 集 ， 又 记 Ma 一 M (Ti, T2»); Ma 一 MM ifs) ， tt 
M, = M (Mss Te n) 则 M, 是 (mn ° m) - 集 。 f 
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$ 3. 样品 
" az ** Su). (3. 1) 


是 一 个 有 序 ”- 组 ， ,其 中 di» Gz, *** , 24, JÉ S — 但 不 一 定 互 不 
相同 . 两 个 这 种 >- 组 Car» az ME a.) 和 (at , az 2° 2% ay) E 
等 , 当 且 仅 当 必 一 af 1,2, 7 r 成 立 ， 我 们 称 (3. 1090 8 
的 一 个 样品 . Faso. DANE r, WEG: 1) 称 为 5 的 一 个 r- 
样 吕 . 
ma 3.1. E — um 样品 的 个 数 为 f). 
XE. USE n RB. FERE T, = Tim e m T, = S R 
m "pcm eee ne 2 WT PED RIRE EA ERE. | 
00 WES JE n- 38,2 EE 3 的 一 个 ~- 样 品 G1) 的 各 个 分 最 w; 互 不 
相同 , 则 称 这 种 -样品 为 ?个 元 素 的 一 个 + 排列 。 对 一 个 HE 
列 来 讲 , 必 有 + < x 我们 称 一 个 z- 排 列 为 个 元 素 的 一 个 排列 . 
定理 3.2。 2 个 元 素 的 -排列 的 个 数 为 
(0 Pn r) = n(n — 1): (2 一 rr 十 1)。 | (332) 
证 本 定理 是 当 T T= eee T = Sym thun; = n> 
1,*…,n: 一 2 一 7 十 1 时 推广 的 乘法 法 则 的 特殊 情形 ， . 
A 2) 式 可 知 , PCan, n) 3I n TESEORR. Fs PCan, n) 
为 -阶乘 , 记 作 nt. BD 
Pln, n) = = nf = n(n — 1):--1., (3.3) 


Hb 33. ”个 元 素 的 排列 的 个 数 为 z!. 

集合 s 到 集合 中 的 ( 单 值 ) 映 射 4 是 一 种 对 应 ， 在 这 种 对 应 
下 ,每 一 个 *ES， 必 有 唯一 的 一 个 1 = set T 与 之 相 结 合 。 元 素 
sa BRAY s ZEB a 作用 下 的 象 . .3 到 了 中 的 两 个 映射 c 和 8 称 
es WR sa = sp 对 所 有 s€S R. 加 果 每 个 rE TREK 

^ sE S WR WM ROS SBT EON Jn S 到 了 上 的 映 

- 的 不 同 元 素 有 不 局 的 象 ， Slick AH — 现 i 
G(S) E S BIBS LANE BM A. MR ae G(s), Be 
G(S), WIJE sE Sey (SE S BN RE -—RA, TRU 29 
M o i38 的 乘积 ， 于 是 G(S) 是 以 上 述 乘积 作为 二 元 合成 关系 的 
代数 系统 ,并 可 验证 GCS) 满足 群 的 公理 . | 

Wt S EA aK, HERRA 1, 2,77. n, WIGS) 称 为 
n 级 对 称 群 , 记 作 S*. 设 “是 S, 的 元 素 , 并 且 c 把 i 映 为 ia(i 一 1， 
2, ees 2), Bj ——HR 54 c 可 以 由 排列 
| (la, 2a, ::*, na) © (3.4) 
KAR. B. ”个 元 素 的 每 一 个 排列 实际 上 是 这 个 a- 集 到 自身 
上 的 一 个 一 一 映射 。 一 个 群 的 元 素 个 数 称 为 它 的 阶 ， 我 们 可 以 用 
群 论 的 语言 来 叙述 推论 3.3. | 

推论 3.4. 5, 的 阶 是 nt. 

A. (a) 3 个 元 素 的 2- 排 列 个 数 是 PG, 2- —3:2-—6. 如 
果 元 素 标记 为 1, 2, 3, 这 些 2- 排 列 为 

(1,2), (0,3), (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2). 

(b) 用 英文 字母 可 以 造 出 265 个 5 个 字母 的 字 。 HS PAB 

的 字母 组 成 的 字 的 个 数 为 
26 .25 .24 .23 .22 — 7,893,600. 

(c) S 约 等 于 (9.3326-… 310“: 照 Eddington 的 估计 ,宇宙 中 
电子 的 总 数 不 过 (1362275, 

(d) 设 4 是 m 行 n 列 的 和 矩 阵 , 其 元 素 都 是 整数 0 或 1, 则 这 种 
和 矩阵 共有 277 个 . 当 双 一 2 一 100 时 ,就 有 2 个 这 种 矩阵 ， 


$ 4. 无 序 选取 
RS 是 一 个 集合 ,并 设 | 
{las a, °**s a} |. (4.1) 
是 一 个 无 序 >- 组 ,其 中 a, ag, cc. a 是 S 的 元 素 , 但 不 一 定 互 不 
相同 ， 一 个 元 素 在 无 序 *- 组 (4.1) 中 出 现 的 次 数 称 为 此 元 素 在 
(4.1) 中 的 重 数 . 两 个 这 种 无 序 r- 组 lai 415050» ae} 和 (at, 
a2. ar) 相等 ， 当 且 仅 当 每 个 元 素 在 这 两 个 无 序 一 组 中 的 重 
数 相同 。 我 们 称 (4.1) 式 为 5 的 一 个 无 序 选取 ， 无 序 选取 (4.1) 式 
的 大 小 是 7, 故 称 (4.1) 式 为 5 的 一 个 *- 选 取 。 如 果 在 (4.1) 式 中 ， 
每 个 元 素 的 重 数 都 是 1， 则 此 +z- 选 取 是 S 的 一 个 r- 子 集 . 一 个 2- 
集 的 "- 子 集 也 称 为 ”个 元 素 的 一 个 r- 组 合 。 | 


M4 n BIER RMN (3.3) 式 断 言 Oo 
nt = P(n,n). a (42) 
为 方便 起 见 ,可 以 规定 
0! =l, (4.3) 
于 是 对 每 个 正 整 数 ”都 有 i 
nl = n(n — 1)t. | (44) 


现 设 2 和 > 为 正 整 数 ,并 定义 o 
(0 69,0 - (D) sez see D, 


| rt 
cor =h”) = 0, 
C (0, 0) -(.)- 1, 
BAe Ar >a, COs, r) = 0, WW (4.5) 式 对 所 有 非 负 整 数 n 


和 -都 定义 了 C(n, r)， 这 说 明 当 n BEM, Cr) 只 到 有 限 个 
不 同 的 值 。 由 (4.5) 式 所 定义 的 数 C (n, r) 正 是 熟知 的 二 项 系数 、 
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它们 在 计数 问题 中 非常 重要 . 
定理 41， 一 个 *- 集 的 *- 子 集 的 个 数 为 (“ 


证 . 由 定理 3.2 可 知 ，# 个 元 素 的 -排列 的 个 数 为 Pla, r). 
每 个 7- 排 列 可 以 用 +! 种 方法 安排 次 序 。 如 果 不 计 次 序 ， 即 得 不 
同 的 +- 子 集 的 个 数 为 


C(n, r) = Prin (4.6) 


rt 


设 5 是 一 个 n- , Lit PCS) 表示 0E S 的 所 有 子 集 的 集合 。 
设 工 表示 元 素 为 整数 0，! 的 一 个 ?- 集 的 所 有 x- 样品 的 集合 ， 则 
有 PCS) 到 了 工 上 的 一 个 自然 的 一 一 映射 : iw X= i44; dj; "tt 
a; } € PCS), X ARE n- EE XXI n- EEG aitti, D 
分 量 为 1, 其 余 7 一 ”个 分 量 都 为 6， 现在 我 们 可 以 用 定理 4.1 来 
Ak PCS) 的 元 素 个 数 , 又 可 以 用 定理 3.1 来 数 出 T 的 元 素 个 数 . 
它们 应 当 相 等 , 故 得 


(Deer (Dum ae 
当然 (4.7) 不 过 是 一 个 初等 但 等 式 . 但 它 的 上 述 证 明 方 法 说 明了 
一 种 在 很 多 组 合 研究 中 有 效 的 数 数论 证 法 . | 

定理 42， 一 个 x- 集 的 +- 选取 的 个 数 为 : 
n r—1 7 十 7 一 | 
( )-( ) (4.8) 
ME. Kro% 8 为 由 正 整数 1, 2, -, 2 所 组 成 的 集合 5 > 则 s’ 


的 每 个 ‘BRA RA | 
day, 835 ***5 8,] » (4.9) 


其 中 | 
d, X d ctt XL B, (4.10) 
4 §* HERR 1, 2,:5,n- r — 1 组 成 的 (n +r — 12-5, i 


| (a 2-052; 5 1, 7*3, b r — 1j (4.11) 
BS 的 一 个 r- 子 集 ， 而 且 对 应 


各 7 s» 


fass aas os a,)]) — fa, +0, a5 tly 55 a, tr = 1) (4.12) 
AM S' 的 所 有 >- 选取 到 s# 的 所 有 r- 子 集 二 的 一 一 映射 由 定 
理 4.1 可 知 ， S* K9 r- - 子 集 个 数 为 

| ( 十 7 一 ) ; 


改定 理 得 证 . 


设 . 
S-—TUTU:- “UT, (4.13) 
E 515—135, 这 里 T, 是 n P G = 1,2, 5, k), il 
n*r5-brict- CT 7 (4.14) 


我 们 称 划 分 (4.13) 为 5 的 一 个 (rs T2» "^" *5 rt)- 划 分. 
定理 4.3. 一 个 2- 集 的 有 序 Crus ras 7 只 -划分 的 个 数 为 


tt, (4.15) 
ritret- "rel 


证 ， 根 据 定 理 4.1 以 及 推广 的 乘法 法 则 ， 可 知 一 个 x- 集 的 有 
序 (ri; T2» '"*5 r)- -划分 的 个 数 等 于 | 


n -— yr n= r — te — yr | 
OCC iue 
717、 ra | CTh Tilralscrcry! 


数 (4.15) 是 所 谓 的 多 项 式 系数 ,从 定理 4.3 可 以 推 得 w- 集 的 
有 序 (1,1,…,1)- 划 分 的 个 数 为 a1 ,这 时 定理 4.3 即 化 为 推论 3.3. 
n- 集 的 有 序 Cr on 一 +)- 划 分 个 数 为 

| n! 
ri€n 一 ST 
这 时 定理 4.3 即 化 为 定理 4.1. 

定理 4.3 中 的 多 项 式 系数 还 有 另 一 种 很 有 用 的 组 合 解释 ， E: 

S EIRY 415 025 °° -> ar HJ &-55,2FE mE 

| n = ri trit e db B ra (4.17) 
其 中 f; 都 是 正 整 数 . 设 (a; , Gir tt?» ain) 是 S 的 一 个 0- 样品 ， 
其 中 a EHA r; 次 人 一 1 2， 4)， 记 了 工 为 所 有 这 种 样品 
的 集合 , 则 了 的 元 素 个 数 是 s 


e 8 e 


2 (4.18) 


rilr2l*"* rh) 

因为 在 每 个 样品 中 , ri 个 和 可 以 换 成 n 个 彼此 不 同 并 与 样品 中 
其 它 元 素 也 不 同 的 元 素 . 这 ri 个 新 元 素 可 以 按 ri! 种 方法 在 原来 
都 是 a 的 位 置 上 排列 , 故 每 个 样品 产生 出 nut 个 新 样品 .在 如 此 产 
生 的 新 样品 的 集合 中 , 同样 可 把 每 个 样品 中 的 +， 个 as 换 成 >: 个 
彼此 不 同 并 与 样品 中 其 它 元 素 也 不 同 的 元 素 ， 这 时 每 个 样品 产生 
出 rot 个 新 样品 。 继 续 这 种 替换 手续 , 最 终 得 到 个 元 素 的 n1 个 
排列 ， 所 以 了 的 元 素 个 数 正如 (4.18) 所 示 . | 

例 . (a) 从 一 副 52 张 扑 克 牌 中 任 取 13 张 得 一 手 牌 ， 在 每 一 
手 牌 中 不 考虑 这 13 张 牌 的 次 序 , 则 总 共有 


52 > 
C) = 635, 013, 559, 600 


手 不 同 的 牌 .， / 
(b》 把 一 副 52 张 扑 克 牌 分 给 4 个 人 ,每 人 得 13 张 , 则 总 共有 


= (5.3645.**)10* 


种 不 同 的 牌 局 . 
() 由 4 个 ,4 个 bp,?2 个 c< 和 2 个 2 这 12 个 字母 能 组 成 
121 
41412121 
个 具有 12 个 字母 的 字 . | 
. (2) HER a, b, 组 成 5 个 字母 的 字 ， 每 个 字 中 “ 至 多 出 
现 2 次 ,5 至 多 1 次 ,< 至 多 3 次、 这 种 字 的 个 数 为 
51 5! 5t a 
. 210131. 2112! 111!13!1. 
(e) 3E r ECT BE US ALAR OR r- ER. BY 
iS A BS fe SS HH 


= 207,900 


种 不 同 结果 ， 


$ 5. 一 项 式 系数 
设 ” 和 > 是 正 整数 , 则 


C)-C.)*C29 Ga) 

公式 (5.1) 是 定义 (4.5) 的 直接 推论 , 它 提 供 了 关于 二 项 式 系 数 的 一 
个 基本 递 推 公 式 . $4 的 推论 告诉 我 们 二 项 式 系数 是 整数 ,现在 直 
接 用 归纳 法 来 证 明 这 个 断言 ， 当 = 一 0 或 > 一 0 时 ,由 (4.5) 易 知 
结论 为 真 。 mR 和 7 都 是 正 整 数 , 由 归纳 法 假设 已 知 (5.1) 式 右 
边 两 项 都 是 整数 ， 所 以 左边 也 必 为 整数 .这 个 结论 可 以 更 醒目 地 
重 述 为 : “个 相继 的 正 整数 的 乘积 可 被 "! 整除 . 

我 们 把 只 能 被 自身 以 及 1 整除 的 正 整数 称 作 素数 . 

定理 5.1. mR e 是 素数 , 则 


(1): MED (5.2) 


都 能 被 ?整除 . | | 
和 证。 设 > 是 区 间 1 <r<p—1 中 的 一 个 整数 ， 则 -! TH 
plp— Dp—r+D. | 6.3) 
f ri Sp BA r! 可 整除 So 
(p—1)(p—2):--C(p—r +1). (5.4) 
所 以 | 
(7) = pea Dco nort (5.5) 
能 被 整除 . | _ 


AUN A) 指出 了 一 种 计算 二 项 式 系数 的 有 效 程序 它 可 以 
图 示 如 下 


e 10 a 


1 
Kw 


1 1 
V wu 
1. 2 1 
"v AAA 从 
1 3 3 1 
wi ww 人 
1 4 6 ^ 1 


(5.6) 


上 图 就 是 所 谓 杨辉 三 角形 9 在 G.6) 中 , 我 们 把 箭头 当 作 一 个 单 
向 路 。 如 果 有 可 能 从 一 个 二 项 式 系数 P 出 发 ， 顺 着 首尾 相继 的 单 
向 路 而 止 于 另 一 个 二 项 式 系数 O , 则 称 P 和 0 可 用 单 向 路 径 相 连 . 
用 了 来 记 最 顶端 的 那个 1， 则 了 和 P 可 用 多 种 单 向 路 径 相连 。 而 
二 项 式 系 数 了 正好 等 于 这 些 不 同 路 径 的 个 数 . 杨辉 三 角形 的 这 种 
有 趣 特色 , 是 (5.1) 式 所 产生 的 结构 的 一 个 内 在 性 质 ， 杨 辉 三 角形 
中 水 平行 上 的 对 称 性 和 增 减 变化 ,是 下 列 关系 的 推论 : 


)- C.) (0 x r x n), (5.7) 


| 2m 2n 2n 
VOLIVLILIU (5.8) 
2n — 1 2n — | 2n — 1 2n — 1 
( 0 )<( 1 Jar < -( n ) 6:3) 
is 是正 整数 , 则 有 
et et er em 
这 个 代数 恒等式 就 是 著名 的 二 项 式 定理 。 我 们 用 $4 的 想法 给 
(5.10) 一 个 证 明 . 设 5 是 由 符号 | 
vo G yo + yas etta et yds mM (5.11) 
组 成 的 x- 集 ， 则 对 于 > > 0, 展开 式 + y2" hery 项 的 系数 
等 于 3 的 *- 子 集 的 个 数 ， 而 由 定理 4.1 可 知 ,后 者 等 于 
1) 原 书 称 为 Pascal 三 角形 。 一 一 译 者 注 


$ il e 


(^). (5.12) 


于 是 (5.10) RX. 


ie. 


证 多 有 关 二 项 式 系数 的 恒等式 都 是 (5.1) RI (5.10) 的 简单 推 
公式 (5.1) 可 作为 用 归纳 法 来 证 明 恒 等 式 的 典型 例子 . 展开 


A (5.10) 可 以 形式 地 处 理 ， 从 而 是 二 项 式 系数 之 间 很 多 关系 式 的 
一 个 直接 来 源 . 例如 , 若 在 (5.10) 中 取 x 一 y 一 1, 则 得 


(re a 


另外 ,如 取 > zm], y —1, 则 得 


eer) em 


下 列 和 恒等式 是 文献 中 常见 的 典型 ， 它们 都 能 用 初等 方法 导出 . 


xQ-0O» es 


n 


e " =a: 2, (5.16) 
> cpr (.)7 1 +> 4e 十 一 . 7 (5.18) 
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第 二 章 ， 逐 步 淘汰 原理 ?”， 


$1. 8442 


设 5 是 一 个 w- 集 ,是 一 个 域 ， 对 每 个 a€ S. 指派 唯一 的 一 
个 w(a)€ F, Wy wa) 为 4 的 权 ， 这 里 对 域 F 以 及 在 F 中 如 何 指 
派 权 wla) 没有 任何 限制 。 不 过 在 所 需 讨 论 的 组 合 问题 中 ， 通 党 
都 能 以 某 种 自然 的 方式 来 指派 权 . 在 很 多 问题 中 ,对 每 个 ae SB 
指派 正 整 数 1 为 权 w(a)， 现 设 | | 
Pis Pas 7*7. Pn (1.1) 
ES s 的 元 素 有 关 的 X 个 性 质 , P 是 元 素 为 (1.1) 的 N- 集 . X PRY 
一 个 +- 子 集 
| | i5, Pj t Pj» (1.2) 
* 
W CPi o Pis tto Pi) (1.3) 
等 于 5 中 同时 具有 这 .> MER PP Pi, 的 元 素 的 权 的 和 .如 
AS FUN TUR FUNDA r 个 性 质 ， PEO 3)9 F0. BE 
WO) = EWR Pao ee P) s 0 04 
表示 所 有 量 (1.3) 之 和 ， AMARME P K r- 子 集 . 4 r= 0 ff, 
规定 W《0) SF S 中 所 有 元 素 的 权 的 和 | 现在 我 们 可 以 提出 基本 
HF AKA. 
定理 1.1， < Elm) ARS 中 正好 具有 (1. 1 中 的 mw 个 性 质 的 
元 素 的 权 的 和 , 则 以 下 公式 成 立 : 
| EQ) ~ W (m) — (^. + D W (m +1) 


("t yw e 2-- =; + C O ")wao. 


(1.5) 
D) 或 称 容 斥 原理 ,一 一 译 者 注 


证 . Waes, Ha 正好 具有 (L1) 中 的 + 个 性 质 ， 如 果 :二 
m, 则 a 对 (1.5) 式 右边 没有 员 献 ， 如 果 1 一 m, 则 a 对 (1.5) RE 
边 页 献 w(a). W4 t> m hf, a 对 (1.5) 式 右边 的 贡献 等 于 


Q-C29 LCE 
Ee a 


MNL (cm (m<k<t), 0.7) 


因此 (1.6) 式 可 以 化 为 
GG. - es D) AA 2) 
" (—D-"( ”) w(a). (1.8) 


由 第 一 章 (5.14) 式 可 知 , (1.8) 式 中 方 括号 内 的 和 式 等 于 0. 于 是 
U >m 时 , a 对 (1.5) 式 右边 同样 没有 贡献 。 这 就 说 明 ,(1.5) A 
右边 等 于 5 中 正好 具有 (1.1) 式 中 的 如 个 性 质 的 元 素 的 权 的 和 . 
定理 12. SEO) 表示 5 中 不 具有 (i. 站 的 任何 性 质 的 元 
素 的 权 的 和 , 则 以 下 公式 成 立 : 
= EO = W(0 —W(1) --W(2) 一 …- 
+ (—DV(G). © (49) 
证 ， 这 是 当 m = 0 时 定理 1.1 的 特殊 情形 . 
如 果 对 每 个 ze S, 指定 的 权 wla) 都 等 于 正 整 数 1, 则 一 些 元 
素 的 权 的 和 就 等 于 这 些 元 素 的 个 数 . 这 时 W (0). =n, ECO) 表示 
S 中 不 具有 (1.1) 式 中 的 任何 性 质 的 元 素 的 个 数 。 在 这 种 特殊 情 
形 下 , (1.9) RERAMA. 它 被 认为 是 da Silva 和 Sylvester 的 发 明 . 
实际 上 第 式 是 很 老 的 , Bernoulli 家 族 可 能 已 经 知道 了 这 种 类 型 的 公 
式 .本 章 其 余 各 节 都 用 来 讨论 定理 L1 的 种 种 应 用 . 
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但 是 


$ 2. 在 数论 中 的 应 用 
ALTA FAK (1.9) 来 讨论 几 个 初等 数论 的 问题 . 


WR r 是 之 0 的 实数 ,我 们 用 
[x] | (2.1) 

id x 的 最 大 整数 .对 两 个 不 全 为 0 的 整数 * Mb, 我 们 用 
(a, b) | (2.2) 


记 s 和 至 的 最 大 公约 数 . 因 此 (a, 0) = 1 RR Hb ER. 
如 果 e ERR b, 则 记 为 
alo. (2.3) 
如 果 a 不 能 整除 b, 则 记 为 
afb, (2.4) 
定理 21. n REGEXENLEH as a, .…， evn 是 NN 个 两 两 互 素 
的 正 整 数 , 则 满足 | | 
O< kin, aR (2 1,2, °°, N) (2.5) 
的 整数 和 的 个 数 等 于 | 


5 n > n 
2 — — 十 — è ¢ Oe 
1«i«N Ca; i«;ci«N Adj 


+ (—D* [1], (26) 


84403" LI * UN 


证 ， 记 正 整数 1, 2---, n 所 组 成 的 n- RAS. P; RAR S 中 元 
Fe BE. aCi = 1,2, t7, N) 整除 的 性 质 。 


由 于 a 两 两 互 素 ,因此 在 筛 式 中 表示 式 | 
W (P; > Pi tt» P) (2.7) 
是 满足 关系 
| 0-ksn, aua dilk (2.8) 
的 整数 的 个 数 ， 而 它 等 于 
-k (2.9) 
BEIER (1.9) 可 推 得 (2.6)。 0 


e 15 o 


定义 正 整数 = 的 Euler p- 函 数 为 满足 


O<k<n, (k,n)= 1 |. (2.40) 
的 整数 的 个 数 . 
定理 2.2. 设 ”是 正 整数 , 则 有 | 
p(») —n II (1 — +), (2.11) 
其 中 乘积 遍 取 ” 的 所 有 素 因 子 p. 


证 ， 在 定理 2.1 中 , 把 54; 取 为 Pio HRE Pir Po ttt’ Pn AE 
的 全 部 素 因 子 , 则 由 (2.6) 可 得 


pn X 一 + .> 一 


1«i«N Pi 1i«i«i«N Pili mE 
meee + (—1)% . (2.12) 
| | | ifi^ °° DN 
此 式 等 价 于 OIDA. 
定义 正 整数 的 Mobius BC a(n) 如 下 : 
x(1) = l, . 
u(n) = 0， 如 果 n 能 被 某 素 数 的 平方 整除 ， (2.13) 


pubs cb = (—1)*s ”如果 素数 pi, Pao >> > PRA 
不 相同 . 


用 Mobius 函数 可 把 (2.12) 式 表 成 更 精练 的 形式 : 
v) 一” > BD. (214) 


在 (2.14) 中 ,和 式 遍 取 > ONES 4. 
Wt" 是 正 整 数 . 如果 已 知 «Vom 则 可 接 下 面 的 
方法 找 出 < ”的 全 部 素数 ， 先 抬 整 数 排 成 序列 
2,3,**5,n. | (2.15) 
然后 在 序列 (2.15) 中 划 去 所 有 能 被 2 除 尽 的 数 , 再 划 去 所 有 能 被 
3 除 尽 的 数 , 再 划 去 能 被 5 除 尽 的 数 ， 一 直到 划 去 能 被 4 除 尽 的 
数 ,这 里 & 是 去 W 了 的 最 大 素数 。 最 后 留 下 来 的 就 是 所 有 之 V = 
和 过 ”的 素数 .因为 留 下 来 的 每 一 个 数 既 不 可 能 有 <V ”的 素 因 
子 ,又 不 可 能 是 两 个 > W = 的 数 的 乘积 .这 种 找 出 e HSB 
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数 的 有 效 方法 称 为 Eratosthenes HIIRE. 
现 设 * 是 一 个 正 实 数 , 用 REON S r 的 素数 个 数 . 对 (2.15) 
用 Eratosthenes HJ ipi» IER XR 
-m—xWn) .  . . I6) 
ER. 还 可 以 用 另 一 种 方法 来 计算 这 些 留 下 的 整数 的 个 数 . 在 
定理 2.1 中 ,把 ai WY qo 并 假定 qo qs o an 是 三 V7 的 全 
部 素数 ， 由 定理 2.1 可 知 ,所 求 的 数 等 于 
itn n 2). 
. M 2 M + a PA 


— eee + (—10)N [二 一 一 | em 


于 是 可 得 f | 
x(n) 一 x(V 2) 一 一 ] + >) ala) |=]. {2.18) 


在 (2 18) 式 中 。 和 式 遍 取 乘积 4.q;… gx 的 正 因子 4， 这 里 gq， 
qi，,"…… ;gw 是 N = 的 全 部 素数 


§ 3. 更 列 
E 
E (a; 41» ** *» e) s (3.1) 
是 元 素 1,2, °°°5 了 的 一 FEA. 如 果 a; ii = 1,2,.*., n)» 
则 称 这 种 排列 (3.1) 为 一 个 EA (derangement)， 也 就 是 说 , 在 一 
个 更 列 中 , 没有 元 素 在 它 的 自然 位 置 上 .通常 以 它 的 法文 名 称 TR 
14 [5] a” Cle probléme des recontres) 为 人 所 知 的 Montmort 问题 就 是 
要 确定 更 列 的 个 数 。 现 记 更 列 (3.1) 的 个 数 为 D。。 我 们 不 准 用 包 
式 来 求 得 Da. 
WES Ent 个 排列 (3.1) 的 集合 。 如 果 在 一 个 排列 (3.1) 中 有 
a; = i» 则 称 此 排列 具有 性 质 P;(i = 1,2, tt n). AAA 
W CPi Pano teto Pi) = (a — r)! (3.2) 
和 | 


Ww y= -)G — rj 一 at. (3.3) 
于 是 由 第 式 可 得 D, 的 下 列 公式 : 


lll 
D, - (1 TET + (—D) 3 | (3.4) 
(3.4) 式 使 人 联想 起 。-! 的 级 数 表示 | 
a Sr (3 
e 1 T +- TÉ . | (3.5) 
因此 我 们 又 可 将 (3.5) 式 写成 | 
-l ax D, atl 了 ... 
e p 十 《一 CT , (3.6) 
它 说 明 fa MENT C TDD .因此 , ne 是 D, 的 很 好 
的 近似 值 


(3.4) 式 有 一 些 有 趣 的 应 用 . 例如 ， 设想 有 4 个 客人 去 参加 一 
个 晚会 ， 他们 都 把 媚 子 放 在 寄存 处 ,后 来 帼 子 混 起 来 了 ,而且 随 机 
地 归还 给 客人 们 ， 则 每 个 客人 都 没有 得 到 自己 的 帽子 的 概率 等 于 
D,/n1， 这 个 例子 有 多 种 情况 ， 但 殊 堪 注意 的 是 ， 无 论 是 有 10 个 
客人 还 是 有 10,000 个 客人 ,所 论 概 率 实际 上 都 可 认为 等 于 e., 下 
面 一 个 问题 稍稍 严肃 一 些 .假如 要 在 国际 象棋 的 棋盘 上 放 8 个 车 ， 
使 它们 都 不 在 白色 对 角 线 上 ,而 且 和 被 此 不 能 相 吃 ， I3 共有 多 少 种 摆 
法 ? 不 难得 到 答案 是 D, 一 14,833. ZEN 


$4. RX 


LF RE IRS TE MSH. 我们 在 这 里 引入 一 
组 全 书 通用 的 记号 和 术语 . 设 5 是 一 个 集合 。 如 下 的 w 行 2 列 的 
组 态 | 


ds Ai’? * Ain 


Gg dtc 2 
d—|25 P? ” (4.1) 
ami Ami’ +. ama 
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称 为 一 个 S 上 的 长 方 阵列 。4 中 位 于 第 tA i 列 处 的 元 素 aj 
必须 属于 S. 但 对 集合 S 没有 任何 限制 。 我 们 说 ay EARI G, i) 
位 置 上 . 当 我 们 想 强调 4 有 行列 时 ,我 们 就 称 4 为 m x np 
J, ER AtEm X n 型 的 . WMA m 一 #, 则 4 为 # 阶 方 阵 列 。 如 
RE AER m-r FR on-s 列 ， 则 留 下 的 + xX: 长 方 阵列 称 为 4 
的 一 个 子 阵列 。 两 个 m X 阵列 相等 ,规定 为 它们 在 所 有 Cs i) 
位 置 上 的 相应 元 素 相 等 CG mel, 2, "+, m3 71,2, °>», n) .在 
一 定 的 意义 上 ,阵列 (4.1) 不 过 是 给 定 集合 5 的 一 个 mx- 样 唱 ， 但 
MS —2 8/8, 1x » 阵列 可 以 当 作 ”样品 ,从 而 阵列 〈4.1) ER 
总 概念 的 自然 推广 .我们 可 以 把 阵列 (4.1) 简 记 为 

A = [a,;] (i = 1,2, °°, mij 1,2,-:*,0). (42) 
4 e — min (m, n), RRA (i, i) 位 置 上 的 元 素 构成 4 的 主 对 
角 线 ,这 里 i 一 1,2,+--,¢, 4 对 它 的 主 对 角 线 作 反 射 后 记得 的 
n X m 阵列 称 为 ARE, 1079 A. AEG.) 位置 上 的 元 素 
A aii =1,2, tts n3 1$7—]1,2,---, m). MRA — AT, RA 
是 对 称 的 ， 
现 设 3 是 域 ， 则 长 方 阵 列 就 是 一 个 和 矩阵. mXn APERIRE 
以 及 数量 乘法 按 通常 定义 ,而 且 元 素 属 于 F 的 所 有 m X n Fake ey 
成 一 个 域 上 的 ms BABS. m X n 证 阵 按 熟 知 的 行列 相 乘 
法 则 还 可 以 和 n X: ERAR, HERE mox i 矩阵。 如 果 4 是 
m X n EE, HEARR AA’ $0 474, 12: AE m ERI n Br 
对 称 方 阵 ， 
现 设 4 = [a] 是 m X n BE, 而 且 m s s. RNA 
per( 4) = Pay au, "amine (4.3) 
在 (4.3) 式 右边 , PIA 1, 2,…, n 的 所 有 -排列 Gis fa s, 
im). RATER (4.3) 式 为 4 的 积 和 式 (psrmanent)。 它 作为 矩阵 4 的 
数量 子 数 ， 在 与 一 些 计数 问题 和 极 值 问 题 有 关 的 组 合 数学 的 文献 
中 经 常 出 现 .” 现在 我 们 讨论 per(4) 的 某 些 表面 十 的 人 性质. 首 
先 ; 在 4 的 行 (或 列 ) 的 任意 置换 下 ，per(4) 不 变 . 另 外 ,如 用 a€EF 
Fe 4 HJJE — 11, DU per(4) EX a * perCAD.. 我 们 再 讨论 一 种 重要 
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BE, RU 4 是 方 阵 的 情形 。 这 时 , perka) 在 转 置 下 不 变 , 即 有 -n 
per(A) = per( A”). (4.4) 
WA AGL peld) 的 展开 式 和 4 的 行列 式 det A). 的 展开 式 
的 各 项 相同 , 只 是 有 一 半 项 相差 因子 一 1. 这 就 提出 了 把 丰富 的 
dat( 4) 的 理论 类 推 为 计算 pec A) 的 方法 的 可 能 性 ， 事 实 上 ,行列 
式 的 有 些 法 则 确实 可 以 类 推 . 例如 ， 对 积 和 式 ， 就 有 与 行列 式 的 
Lapiace FF Se SAR 但 行列 式 的 乘法 定理 | 
det( 4 B) = det( 4 )det( B) (4.5) 
对 积 和 式 就 不 成 立 。 另外 ， 如 用 € FO3É 4mJ— (DEA 
一 行 上 , det(4) 不 变 , 但 per A) 要 改变 。 这些 对 计算 per(4) 都 是 
极 大 的 妨碍 .所 以 往往 有 许多 方 阵 的 行列 式 的 计算 很 简单 ,但 很 难 
求 出 它们 的 积 和 式 . 现在 叙述 一 种 计算 perCA) 的 方法 。 

XB 4l. Aum Xo BR, mea. HAWK r 列 改 成 
零 后 所 得 的 mx» EELA 4,， 并 记 这 个 4, 的 zw 个 行 的 行 和 的 乘 
积 为 (4). BS USA, 为 所 有 可 能 取得 的 4, 的 SCA 之 和 ， 
则 


—m +i 


per(A) = ESl An-n) — (C 


+ C 7 j + TES 


zs Annn) 


ecpov(" x 6) 
W. SEER 1, 2, c, n 的 所 有 mR . a 
Ch» i jas t0» im) (4.7) 
的 集合 . SERO. DRA o 
Bio Amine 0 | (4.8) 


S HEKO. 7) 不 包含 整数 » == 1,2, +°., a) 的 性 质 记 为 Pi. 如 
果 A, EE ARER is aso to, 列 改 成 零 后 所 得 的 矩阵 , 则 

W CPi P. ig? 77705 Pi) = S(A,); (4.9) 
从 而 " 


e 20 e 


W(r) = xSCA. (4.10) 
be By perCA) 的 值 等 于 S 中 正好 具有 n-m 个 性 质 PG=1, 25755 
n) 的 元 素 的 权 的 和 。 由 定理 1.1 即 得 (4.6). 
推论 4.2。 设 4 为 #z 阶 方 阵 ; 则 
per(4) = S(4) — 215CA4,) + ESCA) 一 …， 
+ (1) XSA. 4). (4.11) 
it. 这 是 定理 4.1 4 m= s 时 的 情形 . 
我 们 把 元 素 都 是 整数 0 或 LAR (0,1)-AgEME. 全 部 
27^ 个 (0, 1)- 和 矩阵 在 组 合 学 中 很 重要 ， 它们 在 今后 的 讨论 中 将 起 主 
导 作用 。 现 在 仅 就 与 积 和 式 有 大 的 几 个 很 特殊 的 C0， 1)- 和 矩阵 稍 作 
说 明 . 
BSc x a 阶 单位 方 阵 ， J 是 所 有 元 素 部 等 于 1 的 "n 阶 方 阵 . 显 


| per(J) = ny (4.12) 
| per(J — 1) = D,. | (4.13) 

Ma. 11) 和 (4.12) 式 可 得 恒 等 武 . 
nj = 3 c» (")G -— ry. (4.14) 


RM (4.11) RI (4.13) 式 可 得 更 列 数 的 另 一 个 公式 , 即 
Ds= D C-1Y(")@ Gare (415) 
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第 三 章 递 推 关系 


$ 1. 几 个 初等 递 推 公式 


pn n— 1 n— il 

| (,)-( T )* C2) (1.1) 
是 递 推 关系 的 简单 例子 。 从 (1.1) 以 及 适当 的 初始 粮 ， 可 以 算出 
对 所 有 非 负 整数 nır 的 二 项 式 系 数 . 其 计算 程序 如 杨辉 三 角 所 
图 示 . 其 它 许多 种 这 类 关系 都 叫 递 推 关系 ， 我 们 不 必 一 定 要 对 它 
下 一 个 正式 的 定义 . 但 大 体 上 可 以 说 ， 弟 推 关 系 表 示 带 整数 参数 
的 量 的 一 类 特殊 关系 ,在 这 种 关系 下 ,可 以 从 给 出 的 初始 值 出 发 并 
依据 前 面 已 算出 的 值 一 步 一 步 求 出 这 个 量 ， 递 推 关 系 是 从 很 多 计 
数 问题 中 自然 产生 的 , 关于 它 的 理论 有 丰富 的 文献 . 本 章 后 面 所 
列 的 Riordan 的 著作 [5] 对 此 作 了 透彻 的 盖 述 .这 里 仅 就 几 个 特 
别 使 我 们 感 兴趣 的 简单 例子 来 讨论 递 推 关系 . | 

先 看 一 个 初等 几何 问题 .我 们 要 求 确定 平面 上 = 条 在 一 般 位 
置 上 的 直线 能 把 这 个 平面 划分 成 多 少 部 分 ， 记 所 分 成 的 部 分 数 为 
Pao 我 们 定义 | 


> 


P,— 1. © (1) 
P, = Pri n. (1.3) 

初始 值 (1.2) 和 递 推 关 系 (1.3) 确定 了 P. 对 所 有 非 仙 整 数 ， 的 值 . 

事实 上 ,从 (1.2),(1.3) 可 得 
P= a(n + 1) 
2 

再 看 一 个 例子 . 令 了 表示 整数 0 和 1 所 组 成 的 2- 集 的 所 有 n 
样品 的 集合 .现在 要 来 确定 了 中 不 含 两 个 相继 的 0 的 样品 的 个 数 
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Rd. (14) 


记 所 求 个 数 为 fw), 我 们 定义 
f(0) = 1. (1.5) 
BARA | | 
E | f(1) = 2. = (1.6) 
现 设 =” 之 2, 则 在 所 要 求 的 天 x) 个 样品 中 ， 第 1 个 分 量 等 于 1 的 
KA f(n 一 1) 个 ,第 1 个 分 量 等 于 0 的 共有 fn 一 2) 个 . 于 是 
| . Ka) = fn — 1) + fr — 2). (1.7) 

初始 条 件 (1.5), (1.6) ELE XS EORR CL.7) MET a) MPA 
整数 的 值 . ACn) 叫 作 Fibonacci KR. 这 些 数 有 许多 值得 注意 
的 算术 性 质 和 组 合 性 质 . 

Euler 则 从 过 推 关系 的 观点 研究 过 更 列 个 数 1 D。。 我 们 定义 


D, — 1. (1.8) 
显然 还 有 | 
07D, — 0. | (1.9) 
设 有 # 个 元 素 n > 2) 1, 2- "的 一 个 要 到 7 | 
(a> 435 "** 5 da). (1.10) 


ERG. 10) 中 ， 第 1 个 位 置 可 取 队 1 之 外 的 任 一 其 它 * 一 工 个 
Jk. 假定 已 取 a, 一 k(k 9« 1), 则 更 列 (1.10) 可 根据 其 第 个 位 置 
BGA 1 而 分 成 两 类 ， 如 果 第 个 位 置 上 是 1, 这 种 更 列 数 为 x 一 
2 个 元 素 的 排列 数 ,其 中 每 个 元 素 都 不 在 它 的 自然 位 置 上 ,因此 共 
^H D.i^. 另 一 方面 ， 如果 策 个 位 置 上 不 是 1， 则 这 种 更 列 就 
是 元 素 1.2, k— 01. kb 1, cos n 在 第 2 到 第 x 这 ww 一 1 个 
位 置 上 的 一 个 排列 ,其 中 1 不 在 第 个 位 置 上 ,其 它 元 素 都 不 在 它 
自身 所 标记 的 位 置 上 。 这 种 排列 相当 于 记 为 2, 3，…，2 的 这 ”一 
1 个 元 素 的 一 个 排列 ,其 中 每 个 元 素 都 不 在 它 的 自然 位 置 上 .所 以 
这 一 类 更 列 共有 Dri 个 。 于 是 可 得 


D, = (n 一 1)(D。-: 十 D,-2). (1.11) 
从 〈111) 并 利用 归纳 法 可 直接 推出 公式 
| 1 1 „Í 
D, =n! (1 一 M + TI 一 . tU * (—1) -). (1.12) 


* 23 ^" 


$2. 一 个 计数 问题 


设 有 记 为 1, 2,…, nha AER. OU, XX = 个 元 素 的 满 
足以 下 条 件 的 排列 个 数 : 元 素 i 不 在 第 i 或 第 i 十 1 个 位 置 上 
(1&isn— 1), 元素” 不 在 第 ?> 或 第 ; i FERE. 换 句 话说 ， 
U, 是 与 下 列 两 个 排列 

(1, 2,3, ***. n), (5,1,2,***,n — 0) (2.1) 
处 处 不 一 致 的 排列 的 个 数 . 分 别 用 C. J, Lid ín BO, 10-25 
BE. BP CH 1, 2), (2,3);…, (x, D) 这 个 位 置 上 为 1y 在 
其 余 位 置 为 0, J 在 每 个 位 置 上 者 是 1, Id HER GCSE, 不 难 
得 出 | (v 
U, = pe) — 1 — €). (2.2) 
但 从 第 二 章 中 积 和 式 的 公式 还 不 能 由 (2,20 RB BER Un. 

数 U, 有 时 被 叫 作 “人 座 数 ”"， 这 个 名 词 出 自 Lucas 提出 的 下 
列 “ 人 座 问 题 : a DRAMAS. 要求 男 女 相 间 ,而 且 妇 女 都 
不 坐 在 她 丈夫 身 旁 , 间 共 有 多 少 种 人 座 污 ? 可 以 让 妇女 先 人 座 , 这 
样 有 2-01 种 方式 ; 然后 丈夫 再 人 座 , 这 人 诗 每 个 丈夫 不 能 坐 在 他 的 
事 子 两 边 的 位 置 上 . : 男 外 ， 丈 夫 们 的 大肉 方法 总 数 与 妇女 的 坐 靶 
X. AURIS M, 来 记 人 座 问题 所 要 求 的 入 座 方法 总 数 ， 显然 


2 TD 2 | Q3) 
PARA EUR ob HE A BE Un. 、 
. 定理 2.1. ARRU, 由 下 式 给 出 : - 
on aS 400 
Ua =a! B 2n — 1 ( 1 Ke m Dt MEN 
2n 20 — QN. io 
bur up 3 \@=2)1- 
+ (—1) RC Vor (2 > 1). (2.4) 


公式 (2.4) 首 先 由 Touchard 得 到 ， 我 们 用 Kaplansky H8 75 RJ E E 
论证 来 证 明 它 。 先 证 两 个 引 理 ， i 
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引 理 2.2. 设 有 ” 个 元 素 排 成 一 行 。 现 从 中 取出 & 个 ， 并 要 
:这 不 个 元 素 中 没有 两 全 在 行 中 是 相 邻 的 。 设 共 有 Hn, k) 种 取 
Z Jul 


f(a, k) = C d T 小 (2.5) 
证 . 我 们 有 初始 条 件 
Ka, D-2(.)-» (2.6) 
ELEXsTAÀBISGE 
Ko) -( )-s. (2.7) 


现 设 1 < -s. 我 们 可 以 把 取 法 分 成 两 类 ， 在 一 类 取 法 中 取出 
了 第 工 个 元 素 , 因而 一 定 不 会 取出 第 2 TIER. 所 以 这 类 取 法 共 
有 . 


fn—2,k—1) (2.8) 
种 ， 在 另 一 类 取 巷 中 没有 取出 第 工 个 元 素 , 所 以 共有 
Kn — l, k) (2.9) 


种 取 法 . 于 是 我 们 得 到 递 推 公式 
i(n,k) = fn — 1, k) + f(n — 2,k — 1). (2.10) 
现在 可 用 妇 纳 法 来 证 明 (2.5)。 根 据 妇 纳 假 设 ,我 们 有 


fn—1.4«)- C " 5, f(n —2, k — 1) A - NI (2.11) 
从 (2.10 7) 和 (2.11) 即 得 


f(n, k) = (’ à 5 " . D. (2.12) 


这 正 等 价 于 (2.5) 式 ， 

引 理 2.3。 设 有 ”个 元 索 排 成 贺 赚 , 现 从 中 取出 《个 ,并 要 求 
这 天 个 元 素 中 没有 两 个 在 贺 是 中 是 相 邻 的 。 设 共 有 glans k) 种 取 
法 , 则 
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rn 


4 a EE | 
gn, k) 一 -— \ k ) (a >k). . (243) 


证 ， 和 前 面 一 样 , 我 们 也 把 取 法 分 成 两 类 . ERRAR 
出 了 第 1 个 元 素 ， 因而 一 定 不 会 取出 第 2 PRE n 个 元 素 。 所 以 
这 类 取 法 共有 


fna—3,k—1) (2.14) 
种 .没有 取出 第 1 个 元 素 的 取 法 共有 
f(n —1,k) (2.15) 


fh. TE 
g(n, k) — f(n —1, D +f(n— 3, k — 1). (2.16) 
从 (2.5) 和 (2.16) 易 得 (2.13). 
我 们 再 回 到 记 为 1, 2,…, n 的 = 个 元 素 的 排列 问题 上 来 . 如 
果 在 一 个 排列 中 i 在 第 i 个 位 置 上 (Gi 一 1,2,…… ,#2), 则 称 此 排 
列 具 有 性 质 P; .类似 地 ,使 i 在 第 i 十 1 个 位 置 上 (1 m 02.55, 
n--1) 的 排列 称 作 具 有 性质 P;. En 在 第 1 个 位 置 上 的 排列 称 
Ve FLAT HEIR PL. 现 将 这 22 个 性 质 列 成 一 行 
Pis Pi» Pas Phs ot Pas Pa. (0 (27) 
我 们 在 这 22 个 性 质 中 取出 《个 。 如果 这 上 个 性 质 是 相 容 的 , 则 其 
有 这 有 & 个 性 质 的 排列 的 个 数 等 于 (> 一 ht, AMST. Hvr 
来 记 2 个 性 质 (2.17) 中 取出 个 相 窜 性质 的 取 法 个 数 , 则 由 第 式 
可 得 
U m = went — v(n—1)! + va — 2)! 
| — +++ 十 (一 1)"z,01， (2.18) 
再 来 计算 s. 注意 到 如 果 把 2” 个 性 质 (2.17) HERB. WRA 
处 在 相 邻 位 置 上 的 性 质 才 是 不 相 容 的 。 从 而 由 引 理 2.3 可 得 


_ 2n 2n — k | 
"k 7 2i n k ) (2.19) 


定理 2.1 得 证 ，。 
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$ 3. 拉 丁 长 广 


设 S 是 二 集 , 4 是 在 5S 上 的 + xX， 长 方 阵列 

A = [a] (1,2, 7;j]210)5.2,.-7:5,5). (3.1) 
如 果 4 的 每 一 行 都 是 5 BJ " 个 元 素 的 -排列 ， 同时 4 的 每 一 列 义 
都 是 5 的 = 个 元 素 的 +- 排列 , 则 称 4 为 S 上 的 一 个 拉丁 长 方 . 当 
然 这 时 必须 要 求 * 委 和 委 2。 如果 5 中 的 元 素 记 为 1,2,*…,n， 
并 假定 s = n, 则 拉丁 长 方 的 每 一 行 都 是 1, 2, …， n 的 一 个 排列 ， 
并 且 在 同一 列 上 元 素 不 重复 出 现 . 如 果 一 个 这 类 拉丁 长 方 的 第 1 
行 写 成 自然 顺序 1, 2,…, zx。 则 称 这 个 拉丁 长 方 为 规范 化 的 . 9L 
ASHI Lr, a) 和 KCr,#) 记 + X44 拉丁 长 方 和 规范 化 的 rx 
拉丁 长 方 的 个 数 。 BRA 


Lr, n) = niK(r,n). . (3.2) 
规范 化 的 2 Xan 拉丁 长 方 就 是 更 列 ,于 是 
K(2, n) = Da. (3.3) 
另外 不 难得 知 , 人 座 数 UU, 等 于 前 二 行为 
1 2 co m 
p 1 SUN GA) 


Hy 3Xn 拉丁 长 方 的 个 数 ，Riordan BEI KG, 2) 的 一 个 有 意义 的 
AX 


K(3, 2) = ” Dy RDU n- 2k» 3.5 
a, ~ > (Ge PD. a (3.5) 


X m [7 |.u. ~ 1. 但 关于 不 止 三 行 的 拉丁 长 方 的 计数 问题 


几乎 没有 触动 , 在 这 方面 ， 应 该 提 到 Erdos 和 Kaplansky 所 得 到 的 


一 个 重要 新 开会 如 果 + < Cogn)? , 则 有 


Le. p) — nte aci (3.6) 


他 们 推测 (3.6) 式 当 * 二 驻 时 仍然 成 立 , 后 来 这 由 Yamamoto 所 证 


x. 
0 dE rm sen, We Xs 拉丁 长 方 称 为 * 阶 拉杆 方 . 它 可 以 
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作为 很 一 般 的 代数 系统 的 乘法 表 . 我 们 指出 ， 有 限 群 的 乘法 表 确 
定 了 一 个 拉丁 方 ,不 过 这 样 得 到 的 拉丁 方 有 很 特殊 的 性 质 . 
dnx iu 
L(n, n) = nt(n — 1th,» (3.7) 

则 2, 等 于 第 工行 和 第 1 列 都 是 自然 顺序 的 = 阶 拉丁 方 的 个 数 . 3 
然 , 可 以 设想 计算 1, 不 会 是 轻而易举 的 ， 事实 上 也 是 如 此 . TR 
是 县 前 已 知 的 全 部 2, 的 值 . 

mn 1 2 3 4 5 6 7 

À 1. 1 1 4 56 9408 16,942,080 
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第 四 章 Ramsey 定理 


51. 基本 定理 


本 节令 述 并 证 明 一 个 重要 前 组 合 定理 ， 它 来 源 于 数学 基础 的 
WIL. hE RAN Ramsey 定理 ,是 英国 逻辑 学 家 F. P. Ramsey 最 
早 得 到 的 数学 上 的 钥 笼 原理 说 : 如 果 把 一 个 含有 很 多 元 素 的 集 
合 划 分 成 不 多 几 个 子 集 ， 那 么 至 少 在 一 个 子 集中 含有 相当 数量 的 
JU. Ramsey 定理 可 以 看 作 是 这 个 简单 原理 的 深刻 推广 。Ramsey 
定理 的 证 明 广 泛 使 用 递 推 技巧 。 这 个 定理 应 用 很 广 , 下 一 节 讨 论 
其 中 一 部 分 应 用 . 

设 5 是 w~ 集 ,P,(5) 是 3 的 所 有 >- 子 集 的 集 . > 

PS) = 4,U 4,U++-UA, (1.1) 

是 PCS) 的 一 个 任意 的 有 序 划 分 , 这 里 s o 4, 是 :个 分 量 . 
Be di» dao '**» Gs 是 满足 

lr Si qmst45 (1.2) 

的 整数 . 如 果 有 一 个 3 的 9i- 子 集 , 它 的 所 有 ”~- 子 集 都 含 在 4; 中 ， 

则 称 这 个 qg- TEA S 89 (g;,4;)- 子 集 . Ramsey 定理 的 晰 言 如 下 ， 

定理 1.1. 设 给 定 了 满足 (1.2) 的 一 组 整数 Qi» Qa» " " ^» g; 各 
r, 则 存在 正 整 数 N, 使 得 当 w 之 和 时 ,对 x- 集 5 的 所 有 +- 子 集 的 
Se PAS) 的 任 一 有 序 划 分 (1.1), 必 有 某 个 i(i 1.2, 7 0, f 
S$S 包 合 一 个 (4;, 4)-FR. 

证 、 记 有 具有 上 述 性 质 的 正 整数 六 的 最 小 者 为 Nae 405 
97r)。 我 们 先 分 析 一 下 Ramsey 定理 的 种 种 特殊 情形 , 以 便 对 定理 
本 身 理解 较 深 . 首先 , 当 ” 一 1 时 ,定理 就 是 蚤 答 康 理 。 因 为 这 时 
PAS) 就 是 5,5 的 一 个 (gq;，4;)- 子 集 就 是 4; 的 一 个 aqa- FR. h 
此 可 得 

N(q n» ttasg l) mg t gat eee Ht g Iet l. (1.3) 


e 29 » 


其 次 ， 当 9 一 p = emgar, 定理 LIRE: dE 
S 是 n-3R, 如 把 5 的 所 有 +- 子 集 任意 划分 成 : 部 分 , WS n 充分 
大 时 ,一 定 存 在 5 的 一 个 9- 子 集 ， 它 的 所 有 +- 子 集 都 合 在 这 + 部 
分 的 某 一 部 分 中 。 事实 上 ， 不 难 由 此 导出 Ramsey 定理 的 一 般 形 
X. 29 ie nf Bz q — max (gis Qa» **"%> qi). 

当 : 一 1 时 ，Ramsey 定理 是 显而易见 的 . 这 时 可 取 Na, 
一 和。 假设 定理 当 上 一 2 时 成 立 , 则 可 知 定理 当 : = 3 时 也 成 

.因为 这 时 可 把 P,(5) 的 划分 写成 
| PS) = 4,U(4,U 43). | (1.4) 
Be 

gi = N(q» 939 7), | (1.5) 

pj nz N(4; qi r) 时 ， n- 5 S 必定 含有 某 一 个 (a> 4,)-T$& 
或 某 一 个 (q 4.U43)-FR. 如 果 发 生 后 一 情况 ，S 的 这 一 个 
CT 4,U 4) -FRKERS AT (a; 4:)- T ER (455 A,)-F 
E. 于 是 定理 当 : 一 3 时 也 成 立 .。 由 此 不 难 归 纳 证 明定 理 对 所 有 
# 成 立 ， 所 以 我 们 只 要 集中 力量 来 证 明 ， 当 * = 2 时 定理 1.1 成 
Ar. | 


Bi CL3) 式 可 知 
| Nq» Qo 1) 77 q+ 44 — 1. (1.6) 
另外 , 不 难 证 明 
NCgs rsr) — qs (1.7) 
N(r, qi r) = Grae (1.8) 


例如 ,现在 来 证 (1.7) 式 . 这 时 令 9 一 ”2 Sy. WE ALES, Dj 
n-f& S 显然 含有 (+，A;)~ 子 集 , 如果 4; 是 空 集 , 则 A, 一 P,(5). 从 
im s 的 任 一 和- TRUE SH Can» 4)—F3R.. (1.7) 证 毕 ， 同样 可 
iE (1.8). 

现在 我 们 用 归纳 法 来 完成 对 : 二 2 情形 的 证 明 。 根据 公式 
(1.6), (172 M1 (1.8), WAREMAN BM, or we 
严格 不 等 式 1 二 + <q, pgs RIERS N(4—1, 4. r) 和 
NCa> d1—1; x) 的 存在 ,以 及 当 整 数 qi» G2 Ase i<r—-1l< qi 
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gah, SEXO NC go rc 一 1) 的 存在 作为 归纳 假设 ， 根据 这 些 假 
设 , 并 利用 公式 (1.6), (1.7) 和 《1.8), 即 可 证 明 整 数 NN(g,, qi r) 
的 在 在 ， 在 作出 这 个 证 明之 前 ,可 以 先 说 明 一 下 ,以 上 的 归纳 论证 
是 合理 的 ， 因 为 由 此 可 知 下 列 整数 存在 : 

NQ,2,2, N(,3,2), N(25452)5 --- 

N(3,2,2), N(3,3,2), N(3,4,2), --- (1.9) 

N(4,2,2), N(4,3,2), NO G2), 7 


从 而 又 顺 次 可 知 所 有 NC 42» 3) 的 存在 ,等 等 . 
现在 来 完成 上 述 归纳 论证 . 根据 归纳 假设 ， 我 们 已 知 n- 
N(q 一 1 qas f); Pa N(g 44 1, r) MNG, p r — 1) 都 
存在 。 现 证 NCa qa: r) FE. 事实 上 ， 我 们 可 以 证 明 以 下 的 递 
推 不 等 式 | 
N(q qj, r) SNC prs pa r — 1) 4 1. (1.10) 
设 
22 N(Ó.pB,r—1)—-1, | (1.11) 
m» E n-i S 的 一 个 确定 的 元 素 , TE S 去 掉 元 素 4 后 的 (x 一 
1-588. 对 PAS) 的 一 个 划分 PG) 一 aU 4;， 按 下 法 可 以 确定 
PACTI) 的 一 个 划分 
P,ACT) = B,U B. (1.12) 
具体 作法 如 下 :对 TT 的 任 一 (r 一 1)- 子 集 R, 如 果 RUatE AH, 
WS RE Bis 如 果 RUa 在 4, 中 , 则 令 RE Bi WEAH P,-:(T) 
的 划分 C1.12). 
RATEDE NG ps， ?一 1) PR. 所 以 了 工 一 定 食 有 一 
(5 B,)-TRRAA— Op B;)- 子 集 . 假设 TEA (pr B,)- 子 
集 , 即 工 含有 一 个 py- 子 集 U.UBSBUN Cr 一 1)- 子 集 都 属于 B.. 
{E p, = N(q, — 13 4», r). 所 以 U 作 为 $ 的 子 集 ， 一 定 含有 一 个 
其 所 有 +- 子 集 都 在 4. 中 的 《4 一 外- 子 集 或 含有 一 个 其 所 有 r- 
FERME 4; 中 的 9- 子 集 . 车 后 一 情况 发 生 , 则 上 的 这 个 a FR 
完全 满足 我 们 的 要 求 ,从 而 定理 证 毕 。 若 前 一 情况 发 生 , 即 避 含有 
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一 个 (a —1)-FRV, VA r- 子 集 都 在 4A 中 . 这 时 令 w= 
VUa,W 是 5S 的 q1- 子 集 。， 对 W 的 一 个 1- 子 集 , 如 果 它 不 售 a, 则 
CREVA +r- 子 集 , 因而 属于 4o 如 果 它 含有 a, WEE a MV 
的 一 个 《r+ 一 ])- 子 集 的 并 ， 因 为 VV 是 UU 的 子 集 ， 所 以 V 的 所 有 
(r+ 一 1)- 子 集 都 属于 B,， 从 而 WW 的 这 个 +- 子 集 是 a 和 属于 B, 的 
一 个 Cr 一 1)- 子 集 的 并 。 按照 划分 (1.12 ) 的 定义 ,WW 的 这 个 +- 子 
集 一 定 在 4, 中 . 于 是 WW 既是 5 的 ga- TE, 且 其 所 有 +- 子 集 又 都 
在 A; H., 

TRA 〈p，，B;)- 子 集 的 情形 可 完全 仿 此 处 理 。 至 此 完成 了 
对 Ramsey 定理 的 证 明 . 

整数 NS qa rn) 具有 深刻 的 组 合意 义 。 遗憾 的 是 我 们 不 知 
道 有 关 这 些 整 数 的 任何 递 推 公式 , 而 递 推 不 等 式 (1.10) EKER 
场合 又 是 不 够 精确 的 . 因此 计算 N(g,, qus r) 非常 困难 。 当然 我 
们 已 知道 一 批 不 足 道 的 值 (1.6), (1.7) 和 (1.8). 除 此 之 外 , 所 有 
已 知 的 N(q> q1» r) 的 值 都 列 在 下 面 关 于 N(q,; q2» 2) 的 对 称 表 
rp? | 


(1.13) 


对 :> 2 的 情况 所 知 更 少 是 毫 不 足 怪 的 。 这 方面 目前 所 得 到 的 主 
要 结果 是 | | 
N(3, 3, 3, 2) = 17. (1.14) 
$ 2. 若干 应 用 
考察 三 维 空间 中 在 一 般 位 置 上 的 > 个 点 .将 这 = 个 点 两 两 用 
bp By uk dase, 并 假设 将 每 条 线 眉 染 成 红色 或 蓝 色 。 这 ”个 点 的 所 
1) 还 知道 NG, 6, 2) = NC4, 4, 2) = 18, N(3, 7,2) = 23， 一 一 译 者 注 
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有 2-9 , 也 就 是 所 有 线段 ,可 以 划分 成 丽 部 份 4 M A 4, 是 所 有 
ABL Ay 是 所 有 蓝 线段 ， 设 qo qs 是 2 的 整数 ，Ramsey 定理 
断言 : 当 n 之 N(4; Gas 2) Ay, XH di 个 点 ， "tz 4i 105 BB F3 ZL 2X 
段 相连 ;或 者 有 4: 个 点 ， 它 们 徙 此 都 用 蓝 线段 相连 ， MA NCa. 
di 2) 是 具有 这 种 性 质 的 最 小 整数 . 

下 面 是 Ramsey 定理 的 一 个 有 关 凸 多 边 形 的 应 用 . 

定理 2.1。 设 mw 是 大 于 或 等 于 3 的 整数 , 则 存在 正 整数 N，, 使 
FA a SN 时 ， 在 平面 上 任何 3 点 都 不 共 线 的 = 个 点 中 , DA 
* ES m XE TUR. | 

引 理 2.2. 设 平面 上 有 任何 3 点 都 不 共 线 的 5 个 点 ， 则 其 中 
必 有 4 点 是 凸 四 边 形 的 顶点 . | 

证 ， 两 两 连接 这 5 点 可 得 10 根 直线 段 ,这 个 组 态 的 周 界 一 定 
BOF. 如 果 它 是 凸 五 边 形 或 凸 四 边 形 , 引 理 已 经 得 证 。 f 
设 它 是 三 角形 , 则 5 点 中 余下 2 点 必定 在 这 个 三 角形 的 内 部 ， 用 
一 直线 将 这 2 个 内 点 连 起 来 ， 三 角形 必 有 2 个 顶点 位 于 此 直线 的 
AW. 于 是 这 2 个 顶点 和 这 2 个 内 点 是 一 个 凸 四 边 形 的 顶点 ， 

引 理 2.3. 设 平面 上 有 任何 3 点 都 不 共 线 的 mw 个 点 。 并 且 这 
m SHAVER 4 AMEN. Wie Sa A 
形 的 顶点 . 

ik. WERK + ABS mm 一 1)/2 根 直 线段 ， 设 它们 
AAT 4 XUE. 并 依次 记 此 凸 4 边 形 的 顶点 为 V，V,，*……， 
Vy. 如果 原先 的 mw 个 点 中 有 一 个 在 此 上 是 9 边 形 的 内 部 ， 则 它 必 在 
q—2 个 三 角形 VQ. VQ. c ViVa- a 中 某 一 个 的 内 
部 ， 但 这 与 假设 矛盾 。 所 以 4 = m, BIXX mA REO m XE RT 

根据 这 两 个 引 理 ,定理 2.1 成 为 Ramsey 定理 的 简单 推论 ， 为 

了 证 明 这 一 点 , 设 m 24, HOnSNG,m, 4), FR n RR 
的 4- 子 集 按 其 所 梅 成 的 四 边 形 是 四 还 是 凸 来 作 划 分 。 Ramsey E 
理 断 言 ,在 这 s 点 中 ,或 者 有 5 点 .其 任意 4 点 构成 是 四 边 形 ; 或 
者 有 mw 点 ， 其 任意 4 点 构成 凸 四 边 形 。 但 引 理 2.2 说 明 前 面 的 情 
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形 不 会 发 生 . 而 由 引 理 2.3 即 得 定理 2.1. 
WEE 2.1 中 的 六 的 最 小 者 为 N*， 则 以 上 论证 指出 ， 
Nm <= N(5, m, 4). (2.1) 
现在 已 经 得 到 , Ny 一 3 一 2 十 1, 和 一 5 一 2: 十 1 以 及 Ns = 9 二 
2 十 1。 这 使 人 们 推测 一 般 情形 下 有 
Np = 277 + 1, : (2.2) 
但 这 还 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 

最 后 讲 一 个 有 关 (0, D-RAM. (Ream hm 
子 方 阵 称 为 主子 方 阵 , 如 果 这 个 台阶 子 方 隆 是 由 4 划 去 4 一 芭 行 
和 同样 的 — m 列 后 所 得 . 

定理 2.4、 OSEE REA SERERE m, 只 要 0 充分 大 ,每 个 4# 阶 
《0,1)- 方 阵 必 含 有 形 如 下 列 四 类 之 一 的 台 阶 主子 方 阵 ;: 


* 0 其 0 * 1 * 1 
(mrt! en 
0 * 1 * 0 * 1 * 


在 (2.3) 式 中 , 主 对 角 线 上 的 元 素 可 以 为 0, 也 可 以 为 1. BEN 
线 以 上 和 主 对 角 线 以 下 的 元 素 一 定 全 为 0 或 全 为 1， 具体 四 种 类 
型 按 (2.3) Bros. 

XE. MKA = [25] 的 = 个 行 向 量 的 集 取 作 Ramsey 定理 中 的 
2- 集 S. WARR iTA au. 对 如 中 两 个 行 向 量 w 和 oj, 24 i< 
i 时 ， 附 以 问 量 (aj; a;j). 这 种 二 维 疝 量 只 可 能 有 四 种 情形 : (0， 
05, (1, 0), C0, 1) EL (1:1). 根据 所 附 向 量 的 四 种 情形 , 可 将 4 
的 每 两 个 行 向 量 区 分 为 四 种 情形 。 因而 我 们 有 w- 集 5 的 所 有 2- 
子 集 的 一 个 划分 


P(S) = A.U ASU ASU AL. (2.4) 
根据 Ramsey 定理 , 如果 : 
n => N(m,m,m,m,2). (2.5) 


则 必 有 S ASE m-F RE, CHA 2- 子 集 全 部 含 在 P,(5) 的 同一 
分 量 4 人 一 1,2,3,4) 之 中 。 这 正 说 明 4 含 有 (2.3) 所 列 的 一 种 
m 阶 主子 方 阵 . | 
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最 初 形式 的 Ramsey 定理 发 表 在 【8]. 我们 的 证 明和 有 关上 四 多 边 形 的 结果 取 自 
Erdós 和 Szekeres 89( 4]. Æ NC4154252) WM NCG, 3, 3, D 的 计算 可 见 Greenwood 
和 Gleason 的 [6]， 
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第 五 章 相 异 代表 组 


$1. 基本 定理 
it S 是 任意 集 , P(S) 是 5 的 所 有 子 集 的 集 。 又 设 
D = (ais azs am) (1.1) 
是 5 的 一 个 m- 样 品 ， 
| M (S) = (Sis Sas °° > Sm) (1.2) 
是 P(S) RJ—- m-Hih. GDEDRUmA XE HE 
a; € Si (Gi —1,2,--:*, m), (1.3) 


WER a; 代表 了 集合 So RINTE So So -ts Sw 有 一 个 相 异 
代表 组 (system of distinct representatives, falc) SDR), 并 称 D 是 
M(S) 的 一 个 SDR. SDR 的 定义 本 身 要 求 当 i ue P a; Æ aj, 但 
S; 和 5; 不 必 一 定 是 S 的 不 同 子 集 . 

我 们 对 SDR 概念 作 一 个 简单 的 说 明 。 设 S$S 是 1,2,3,4,5 组 
成 的 5- 集 ; S, = {2, 5}, S: = {2, 5}, S = {1,2,3, 4}, 5, — (1, 
2,5}. WD—(2,5,3, 1) 是 (S, $5, Sss SO 的 一 个 SDR. 如果 
把 上 述 S, 改 成 S. = {2,5}, M CSi, 59, Ss 4) 不 再 有 SDR. W 
为 这 时 S,U5;U5 是 2- 集 ， 而 至 少 要 3 个 元 素 才 能 代表 S 5, 和 
$i. 

FÈ P. Hall 的 基本 定理 给 出 了 存在 SDR 的 充分 必要 条 
fF. 

R11. FÈ Sos Si ttt Sm A SDR 的 充分 必要 条 件 是 : 
对 任 一 整数 ,1 mm. 以 及 对 1.2. +--+, mr 的 任 一 - 子 集 
(h.c TI 并 集 Sa U S U ft USi, EDERA k SIR. 

基本 定理 的 必要 性 是 显然 的 。 在 下 述 的 定理 1.2 中 ， 我 们 将 
不 仅 证 明 充 分 性 ， 同 时 还 给 出 SDR 个 数 的 一 个 正 的 下 界 。 KE 
其 余部 分 将 讨论 基本 定理 的 进一步 发 展 和 应 用 . 
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定理 1.2。 设 子 集 Si So tto Sm 满足 有 SDR 的 必要 条 件 ， 
并 设 每 个 集 OS; 至 少 有 上 个 元 素 ， 则 当 <m Bb. MCS) = (S. 
Saot tto Sm) 至 少 有 SDR; 4 >m i, MCS) ZU B n/ 
(¢— m) 个 SDR. 

XE Om HTH. Mim 一 1 时, 定理 显然 成 立 。 作 为 
归纳 假设 ， 设 定理 对 PCS) 的 所 有 m'- RES BRL KE m < m. Bh 
UE XE FB XY m -EE Fh M(S) = OF $3; ***5 $5) ARM. 分 两 种 情形 讨 
it. 

第 一 种 情形 : 假定 对 任 一 整数 ROLE m — D. UR 
(52, +++, mHISEE— RR {is hs cri tg} FFB SUSU 
US, EDEA kti 个 元 素 。 这 时 ， 我 们 先 在 S， 中 取 定 一 个 
元 素 a, 再 定义 Sj —- SACaG = 2, 3, 5; m). 不 难 验证 ， 
(m 一 1)-FEdh 
| M'(S) = (Sz 5 S39 777. $4) (1.4) 

仍 满足 有 SDR 的 必要 条 件 。 iR 1 m r— 1m m—1. f 

据 归 纳 假设 ，M'(S) BDA G— Dt 个 SDR; Tuf& £2 m, BU 
f£— 12-7 m 一 1.。 ARR, M'S) 至 少 有 G— DI 
(t — m)! SDR. 但 M'CS) 的 一 个 SDR 连同 代表 S, Wa, 是 
MCS) = (Sis Sas +++ Sm) 的 一 个 SDR, TE S, 中 每 取 一 个 元 素 
an 以 上 结论 都 成 立 . 由 于 5, BDA # 个 元 素 , 故 得 M(5) 的 SDR 
个 数 的 所 需 估 计 . | 

第 二 种 情形 ， 假定 有 一 个 整数 O Sk m—).UELU, 
2,***, m) 的 一 个 A- 组 合 Uo tas ctr ikh 并 集 S USU ‘es 
US, EAR. 这 时 ,我 们 可 不 妨 假 定 S.VU 5;U……. USER. 
这 个 X- 集 本 身 就 表明 tsk, tei ARIS S EE (Si; $25 ***, 
$4) BDA 1 SDR. ME D* — (4541, 7:5 ag) 是 其 中 一 个 
SDR. WimR+U,R+2,¢°°, TES; PRE D* 中 的 元 素 后 所 
得 的 集 记 为 SFY， 我 们 说 ，(m 一 k)- 样品 

M*(S) = (Sits Saas Ut. SK) (1.5) 
n SDR BUE SUE. 因为 ,假如 并 集 Sta U Skaz U mb U SKra* 
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AIC UI k*, WIR EE 

SUSU eee USU Skar U Skea U c + U Skak” (1.6) 
的 元 素 个 数 小 于 RR. 而 这 与 定理 的 假设 矛盾 。 因此 , 根据 归 
纳 假设 , M*(S) 至 少 有 一 个 SDR .所 以 MCS) EDA ty + SDR, 
定理 1.2 TE, 


$ 2. 划分 的 公共 代表 组 
设 
T = AUAU- -UAn (2.1) 
和 
| T = B,UB,U---UB, =- 2.2) 
ERA THIRDS RH 4;, 8B; 都 不 是 空 集 (i,j 一 1, 2, +, 
m). 如 果 有 工 的 一 个 m-FRE, EWE ANE  9,B; Ev 
Ds j71.2.:5*5, m), ili] x 2m 个 非 空 交集 都 是 1- 集 ， 我 们 称 
E 为 划分 (2.1) 和 (2.2) 的 公共 代表 组 (system of common réprese- 
ntatives, 简 记 为 SCR)， 易 知 划分 (2.1) 和 (2.2) 有 SCR 当 且 仅 当 存 
在 划分 (2.1) 的 "个 分 量 的 重新 标号 ,使 在 新 标号 下 
A: B; Æ Ø (i= 1,2, +++, m). (2.3) 
我 们 用 上 节 关 于 SDR 的 基本 定理 来 得 出 下 述 SCR 存在 的 充分 
必要 条 件 ， | 
定理 2.1. 划分 (2.1) 和 (22) 有 SCR 的 充分 必要 条 件 是 : 
HEER k 1 SRS m, ES (1,2,***, m} 的 任 一 k-T 
Liss ign tees ta} HR ALUAGU- UH, S28 Br mA TR B,, 
Bc: Bh PRRD. | 
证 ”定理 的 必要 性 仍 是 显然 的 。 现 证 充分 性 、 设 5 是 元 素 为 
Ais Ars ttt ,Am 的 m- 集 .又 设 5; 是 5 STR. S HIKE A,, 
Att dy 中 使 A; N B, 天 Ø 的 所 有 EP M (S) === (5,,5,,***, 
Sm) 是 PCS) 的 一 个 ww- 样 品 。 我 们 说 , 子 集 SS Sz, s, 满足 有 
SDR 的 必要 条 件 。 假如 不 满足 ， 可 不 妨 设 SUSU … US 只 
含有 天 个 元 素 Aio dicts da. 根据 5; 的 定义 ， 这 说 明 并 集 
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4; UAU t U Air 包含 ktl 个 集合 B,，B,，,***, Bits。 从 而 与 
定理 的 假设 矛盾 . 根据 定理 1.1, 子 集 S Sas ee, 5, 一定 有 一 个 
SDR. 我 们 可 以 对 划分 (2.1) 的 2 个 分 量 重 新 标号 , 使 这 个 SDR 
在 新 标号 下 是 D = (Ay, 435 °°, Am). | 这 说 明 Q.3) 成 立 ， Mito 
定理 2.1 得 证 . | 

EA 2.2. 34T = AQUAU---UA, AT = BU BU-:… 
UB， 是 工 的 两 个 划分 。 如 果 其 中 每 个 子 集 4 和 B; RETH r- 
子 集 , 则 这 两 个 划分 有 SCR. | 

证 ”这 是 定理 23 的 特殊 情形 . 

由 定理 2.2 可 知 , 设 4 是 在 整数 集 上 的 一 个 + X m 阵列 

1 2 eos 7n 
4-| Pti mi cp Qa) 


(r — Dm 4-1 @— Dm tees rm 

如 果 B 也 是 一 个 元 素 为 1, 2,…, rm Dr X m ERA, AEE rm 个 
数 1, 2,… rm 任意 分 布 在 8 的 rm 个 位 置 上 、 则 一 定 可 对 B 作 
免 的 排列 ， 使 得 4 和 经 列 排列 后 的 了 3 在 标号 相同 的 每 一 列 上 至 少 
有 一 个 公共 元 素 。 

下 一 个 例子 要 求 懂 一 点 群 的 陪 集 的 初等 性 质 , 它 也 是 定理 2.2 
的 直接 推论 

定理 23. 设 C 是 有 限 群 ,到 是 6CG 的 一 个 子 群 。 又 设 

G = Hx,U Hx;U-*--UHx,, 

AGO HRANE, G-—yHUyuHU-:--Uy,H 是 G 对 互 的 
Ze BS SR 43 HR AUG 必 有 入 个 元 E PELLE PE 

G = Hza UHU -ee U Ham = ze HUz,HU---Uz,H. (2.5) 


$3. 拉丁 长 方 


在 本 节 ,我 们 把 SDR 理论 用 于 讨论 拉丁 长 方 。 设 给 定 一 个 在 
n 个 整数 1,25 °**s n 上 的 rxs 拉丁 长 方 ， 如 果 在 这 个 拉丁 长 方 
ERARI n 一? 行 和 4 一 s 列 而 得 到 一 个 # 阶 拉丁 方 ， 并 使 原 
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先 的 + Xs 拉丁 长 方位 于 = 阶 拉 丁 方 的 左上 角 ， 则 我 们 称 这 个 
r Xs: 拉丁 长 方 可 以 扩充 为 一 个 # 阶 拉丁 方 . 

定理 3.1， 在 ”个 整数 1，2，…，z?w 上 的 任 一 + xz 拉丁 长 
方 , 必 可 扩充 为 一 个 半 阶 拉丁 方 。 

证 ” 设 S 是 元 素 为 1,2,…, 7 的 4- 集 。 又 设 5; 是 5 中 所 有 
不 在 拉丁 长 方 的 第 i 列 上 的 元 素 的 集合 , 则 每 个 S; 都 是 S 的 (> 一 
r)-FR. M(S) = (S,; $1, ***5 $,) 是 3 的 子 集 的 一 个 2- 样 品 . 
我 们 证 明 M CS) 满足 有 SDR 的 必要 条 件 。S 中 的 一 个 元 素 i 在 
r Xn 拉丁 长 方 的 每 一 行 上 出 现 一 次 , 而 且 它 又 都 位 于 不 同 列 上 . 
所 以 i BENTES So Ls ees S, 的 (2 一 7?) 个 之 中 。 假如 
M CS) 不 满足 定理 1.1 的 条 件 , 不 妨 设 SUSU---US, RA K< 
k TR. BRIX k 个 元 素 一 方面 在 $5 Sy» +++ > Se 中 应 该 总 共 
出 现 (n 一 r)& 次 ; 男 一 方面 ， 这 义 个 元 素 在 So Ss tta Se 中 又 
至 多 出 现 (n — rk R, 这 是 矛盾 .所 以 M(5) 一 定 有 SDR. 如 
记 M(S) 的 一 个 SDR 为 D = Cc? 32» °° *, iy)» Way H DEAS 
r+ 1 行 添 加 到 原先 给 定 的 r+ Xa 拉丁 长 方 上 去 ,得 (rr 十 1 XK 1 
拉丁 长 方 ， 这 个 过 程 可 以 一 直 进 行 下 去 ， 直 到 扩充 成 ” 阶 拉丁 方 
为 目 ， 


定理 3.2. 至 少 存 在 
nin —1)t1---(5—r +1) (3.1) 
个 r xz 拉丁 长 方 ,从 而 至 少 存在 
nls — 1)1::-11 (3.2) 
个 # 阶 拉丁 方 . | 


证 易 见 有 #1 个 1 xX nT RA. 根据 定理 3.1 和 定理 1.2， 
每 个 1 X 2 拉丁 长 方 至 少 可 以 扩充 为 (sw 一 1)!1 个 2 xXx» 拉丁 长 
方 , 因 而 至 少 存在 sz1(n 一 ])! 个 2Xw 拉 丁 长 方 。 如 此 继续 讨论 ， 
即 证 定理 . | 

设 /是 第 工行 第 1 列 都 是 自然 顺序 的 2 阶 拉 了 丁 方 的 个 数 ,， 则 
定理 3.2 断言 | 
la > (n —2)1(0 — 391-4. (3.3) 
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下 表 列 出 了 当 n= 3, 4, 5, 6, 7 时 , ba = (n—2)1(n— 391-7 
11 和 1, BE. 
x 3 4 5 6 7 
l, 1 4 56 9408 16,942,080 
b, 1 2 12 288 34,560 
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设 4 是 m Xn 型 的 (0,1U- 和 矩阵 .这 种 算 阵 之 所 以 在 组 合 数学 
中 很 起 作用 ;其 主要 原因 之 一 如 下 所 述 . 设 S 是 元 素 为 üis G22 ”3 
ün HJ n-3&, MCS) = (S,, Sis ……，Sa) 是 3 的 子 集 的 m- 样 品 。 如 
R oa;€,, WS zj 一 1; 如 果 a;& S;, WS ai 一 0。 于 是 可 得 
m X n 型 的 (0,1)- 和 矩阵 

4 一 [ai | G-—1,2,--,mij1,2,::5,9). (4.1) 
这 个 年 阵 称 为 2-38 3 关于 它 的 亚 个 子 集 Su Sas ees Sn KKB 
EE. 4 的 第 i 行 上 的 1 指出 了 属于 5; 的 元 素 , 4 的 第 1 列 上 的 1 
指出 了 包含 aj 的 子 集 . 因此 4 已 将 3 的 子 集 $15 $35 7*7» Ss 刻画 


Te RIK, 如 果 给 定 一 个 m X n 型 的 (0,1)- 和 矩阵 4 ,并 有 一 任 


W w- 集 5, 则 一 定 有 5 的 子 集 5,, S SS, 使 4 是 关于 这 些 子 
集 的 关联 和 矩阵. 

由 此 可 知 ,(0,1)- 和 矩阵 4 表征 了 S 的 子 集 Sis Sar * ** Sm. 当 
然 ,如 果 我 们 不 用 0, 1 而 用 其 它 两 个 量 , 如 十 1, —1 Rr, y 来 构 
作 关 联 和 矩阵 ， 也 能 完全 表征 这 些 子 集 。 但 这 样 做 通常 并 不 会 更 方 
便 . 事实 上 , 取 (0,1)- 和 矩阵 作为 关联 甜 阵 特 别 合适 ,因为 0 和 1 的 
加 法 和 乘法 人 性质 极 简单 . FOE HA DRA. 

XXE 4M. TES, Sates Sn En- SEIT TR m mn. AR 
关于 这 些 子 集 的 关联 和 矩阵， 则 M(S) = (Si, $1 7755 Sm) 的 SDR 
个 数 等 于 per(4). 


o 证 这 是 所 用 术语 的 定义 的 直接 推论 。 并 注意 到 per(4) 的 


定义 和 SDR FERRER m 二 n. 
如 果 一 个 m x n 型 的 (0, 1)- 和 矩阵 了 满足 PP” = 1, 这 里 I 是 
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a 


mX 攻 的 单位 方 阵 , 则 称 P 为 置换 矩阵 ， 由 定义 本 身 可 知 m< rs 
而 且 m X a 置换 矩阵 的 每 一 行 ,每 一 列 都 只 有 一 个 1. 

Wm X ”型 的 (0, 1)- 矩 阵 4 是 关于 So S，'…，Sw 的 关联 
矩阵 .如 对 s 的 ”个 元 素 以 及 对 S 的 zm 个 子 集 重新 标号 ， 则 关联 
矩阵 4 变 为 另 一 个 关联 矩阵 A, 它 形 如 

| A’ — PAQ. (4.2) 
这 里 了 是 由 子 集 的 重新 标号 所 决定 的 > 阶 置 换 方 阵 ，2 是 由 元 素 
的 重新 标号 所 决定 的 ” 阶 置 换 方 阵 。 许 多 关于 (0,1)- 和 矩阵 4 的 研 
究 所 涉及 的 都 是 像 per(4) 这 种 在 行 与 列 的 排列 下 不 变 的 函数 ， 
其 原因 现在 清楚 了 .这 些 函 数 所 以 在 组 合 数学 中 有 意义 ， 是 因为 
它们 与 s 的 元 素 及 子 集 的 标号 方法 无 关 ， 
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AE BERI — F1 :,— FIRB Ay SE — A. 一 个 矩阵 的 迹 是 这 个 
和 矩阵 的 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 . 设 4 是 加 xz 型 的 (0，1)- 和 矩阵 .4 
中 两 两 不 在 同一 条 上 的 1 的 最 大 个 数 定义 为 4 的 项 秩 (term rank). 
根据 这 个 定义 ， 可 知 4 的 项 秩 等 于 4 在 任意 的 行 和 列 的 排列 下 的 
迹 的 最 大 值 。 另 外 ，4 的 项 秩 也 等 于 4 的 具有 非 零 积 和 式 的 子 方 
阵 的 最 大 阶 数 . 项 秩 的 概念 可 以 作为 x- 集 5 WITS, Sar 05 
Sm 的 SDR 概念 的 合适 推广 . 因为 如 记 这 些 子 集 的 关联 矩阵 为 4， 
则 这 些 子 集 有 SDR 当 且 仅 当 4 的 项 秩 等 于 m. 

定理 5.1。 设 4 是 m X +» 型 的 (0, 1)- 垂 阵 , 则 4 的 能 包含 4 
中 所 有 的 1 的 条 的 最 小 个 数 等 于 4 的 项 秩 . 

证 ” 记 能 包含 4 中 所 有 的 1 的 条 的 最 小 个 数 为 ， 又 记 4 的 
项 秩 为 p。 我 们 要 证 p 一 p。 首先 ， 没 有 一 条 能 包含 体现 项 秩 
的 一 组 ?个 1 中 的 两 个 ， 所 以 o Se. 现在 我 们 用 SDR 理论 
来 证 p zo. 设 能 用 4 的 。 行 和 + 了 列 包含 4 的 所 有 的 1， 这 里 
et+f=o. 由 于 和 ee 在 4 的 行 和 列 的 置换 下 都 不 变 ， 因 此 不 
妨 假 定 这 。 行 和 f 列 是 4 的 前 。 行 和 前 f 列 .这 时 将 4 记 成 分 块 
形式 
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p ^ ， (5.1) 


其 中 4, 是 。 X f 矩阵 . 现 证 4; 的 项 秩 为 。. 为 此 我 们 可 将 4, 看 
fes de f T l,j +2, esn 的 (n um 力 - 集 的 子 集 YEN T “9- 的 
关联 矩阵 . 这 些 子 集 一 定 满 足 存在 SDR 的 必要 条 件 . 因为 要 是 
不 满足 的 话 ， 我 们 可 以 在 原来 的 < 行 了 列 中 将 这 e 行 代 之 以 个 数 
较 少 的 列 而 仍 能 包含 4 中 所 有 的 1， 但 后 者 是 由 少 于 e +f 条 组 
成 ， 这 与 p 的 定义 矛盾 。 同样 地 , 可 以 将 4; 的 转 置 43 看 作 了 个 
子 集 的 关联 和 矩阵, 并 证 明 4; 的 项 秩 是 /， 于 是 p Se 十 /一 ， 从 
而 定理 5.1 得 证 . 

定理 5.1 有 如 下 直接 推广 . 设 4 是 元 素 在 域 F 中 的 mwm X n5 
阵 ， 则 4 的 能 包含 4 中 所 有 非 零 元 素 的 条 的 个 数 的 最 小 值 等 于 4 
中 两 两 不 在 同一 条 上 的 一 组 非 零 元 素 的 个 数 的 最 大 值 . 

定理 5.2. 设 4 是 元 素 为 非 负 实数 的 m X n BRE (m <n), 
4 的 每 行 的 行 和 都 等 于 z ， 每 列 的 列 和 都 等 于 w”， 则 44 一定 可 以 
表 为 

A = cP, 十 cp 十 -十 ciP， (5.2) 

其 中 P; BRM, ei dédE Da SEG m 1.2, 0. 

证 ”如果 4 不 是 方 阵 , 我 们 可 把 4 换 成 
A 
2 (5.3) 


这 里 了 是 元 素 全 是 1 的 (> 一 m) X n BR. BE 4 是 元 素 为 非 
负 实 数 的 * 阶 方 阵 ,而 且 4 的 行 和 与 列 和 都 是 m. 我们 说 , 只 要 
4 KES, A 一 定 有 2 个 两 两 不 在 同一 条 上 的 正 元 素 . 因为 
要 是 没有 这 样 的 ”= 个 元 素 的 话 , 由 定理 5.1 的 推广 可 知 ,4 可 以 用 
< 行 和 了 列 覆 盖 所 有 非 零 元 素 , 这 里 。 十 <n, AER mn < 
me 十 1) <mn FE. MEA n ERIRE P. PaA 
15 4 的 上 述 # 个 正 元 素 在 同样 的 位 置 上 , 再 令 c: 是 4 中 那 > 
个 正 元 素 的 最 小 者 , 则 4 一 cPi 是 元 素 为 非 负 实 数 的 # 阶 方 阵 ,其 
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行 和 与 列 和 都 等 于 非 负 实数 mí 一 6. MH 4'— cPi BOK A’ 
多 一 个 0. 我 们 再 用 同 法 讨论 A —cP. 这 样 继续 下 去 、 直 到 
A’ 一 ciPi 一 coP 一.… 一 CP， 成 为 零 方 阵 。 这 就 证 明了 4 的 分 
解 式 (5.2). 

定理 5.2 有 一 些 有 意义 的 应 用 . - 

定理 5.3。 设 4 是 * 阶 (0,1)- 方 阵 。 4 的 行 和 与 列 和 都 等 于 
TERR, EE: 

4 一 已 十 已 十 .…. + Ph, (5.4) 

这 里 P; 都 是 置换 方 阵 . 

证 在 定理 5.2 的 证 明 中 ,每 个 c; 一 1, MAE te k F 
后 就 得 出 零 方 阵 。 故 得 定理 5.3. 

定理 5.3 给 下 述 问 题 以 肯定 回答 . 设 有 +# 个 男孩 和 # 个 女孩 
参加 一 次 舞会 .每 个 男孩 事先 恰好 认识 个 女孩 ， 每 个 女 芒 也 输 
好 认识 《个 男孩 ， 大 家 都 不 想 和 事先 不 认识 的 人 对 舞 ， 间 能 否 在 
一 次 对 舞 中 ， 使 每 个 男孩 的 舞伴 都 是 事先 已 认识 的 女孩 ? 记 4 一 
[4a;;] 是 这 样 一 个 7 Br (0, 12-25 Ee: 如 男孩 i 和 女 护 i 事先 认识 ， 
WI a — 1, 否则 az — 0. DR, 4 满足 定理 5.3 的 条 件 , 并 且 (5.4) 
式 中 的 置换 方 阵 P, 可 用 来 决定 哪些 男孩 和 女孩 结 为 舞伴 。 

如 果 一 个 元 素 为 非 负 实数 的 = 阶 方 阵 4 的 行 和 与 列 和 都 等 于 
1, 则 称 4 是 双 随 机 的 ， 由 于 它 在 转移 概率 的 理论 中 的 重要 性 ， 双 
随机 矩阵 已 被 广泛 地 研究 。 从 定理 5.2 可 以 推出 下 列 有 关 双 随机 


矩阵 的 结果 ， 
定理 5.4。 设 4 是 # 阶 双 随 机 方 阵 , 则 4 可 表 成 
. A = cP + ePi ee? + cP (5.5) 
这 里 P; E ELITS PE, e; 是 满足 
cit et ee +e, =1 (5.6) 
的 正 实 数 . 


证 设 4 是 双 随 机 方 阵 。 由 于 4 的 元 素 都 是 非 负 实数 ， 所 以 
per(4) 不 超过 4 的 行 和 的 乘积 .又 由 于 4 的 行 和 都 等 于 1, 所 以 
per(4) « 1. (5.7) 
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《5.7) 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 双 随机 方 阵 4 是 置换 方 阵 。 另 外 , 由 
定理 5.4 BA per(4) — 0. 但 对 * 阶 双 随 机 方 阵 4， 如 何 确定 
perCA) 的 最 小 值 是 一 个 没有 解决 的 难题 ?。 van der Waerden 猜想 
下 列 不 等 式 成 立 : 


per(4) > 2, (5.8) 
n 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 4 一 n7]. 这 个 猜想 还 可 以 推广 为 : 对 双 
随机 方 降 4 与 B, 有 

per( A B) < per(A), per(B), (5.9) 
如 取 B= m^, 则 (5.9) RSF G.8) X. 
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第 六 章 (0,1)- 和 矩阵 


$1. 3E CR, S) 


设 4 是 m X n 型 的 (0,1)-XBB5E. 记 4 的 第 i 行 元 素 之 和 为 
ri» 第 i 列 元 素 之 和 为 5。 我 们 称 向 量 


R — (no ras tta rs) (1.1) 
为 4 的 行 和 向 量 , 称 向 量 
S (555577, Sa) (1.2) 


为 4 的 列 和 向 量 . MRSS > rn 则 称 R 是 单 请 的 . 同 
Hoa mme So RS ERMAN. Or 是 4 中 所 有 1 的 
个 数 ,显然 


r= Son = Ds. (1.3) 


行 和 向 量 等 于 RR, 列 和 向 量 等 于 S 的 所 有 m X » BHO, D-H 
组 成 一 个 类 , 记 为 


A= ACR, S). (1.4) 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 研究 类 有 的 结构 .所 论 定理 虽然 仅 与 
《0,，1)- 和 矩阵 有 关 ，, 但 每 个 结论 都 能 用 纯 组 合用 语 重 述 为 集合 与 元 
素 的 组 合 结论 ,因为 每 个 m X n 型 的 (0，1)- 和 矩阵 都 可 以 作为 一 个 
n-3& THR Tis Tas ets Tm 的 关联 定 阵 . 

” 现 给 定 两 个 向 量 R = Cris 7351 tofu)» S = Cos Sas t, 55)» 
R 与 3 的 分 量 都 是 非 负 整数 ,. U= AR, S) 是 行 和 向 量 及 列 和 向 
量 分 别 等 于 R 及 5 的 所 有 mw X n 型 的 (0, 1)- 和 矩阵 的 类 。 我们 来 
研究 类 所 非 空 的 条 件 。 先 引进 一 些 记 和 号. Oe 维 行 向 量 

8; (1,1, **5,1,0,0, 0) GG=1,2,..,m),(1.5) 
其 中 8; 的 前 n; T RE 1, 其 余 分 量 是 0. BH 
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A =|? (1.6) 


的 矩阵 称 为 极 大 的 ,并 称 A 为 具有 行 和 向 量 尺 的 极 大 矩阵， 所 的 
列 和 向 量 了 一 Go Fotto 5) 显然 是 单调 的 。 而且 


>, D; SF (1.7) 


j=1 
类 UCR, S) A&A — BER. WES m Csi sas teto Sn) 和 Ot = 
Gf...) 是 分 量 为 非 负 整数 的 两 个 向 量 。 如 果 对 足 标 适 
当 重 新 标号 后 , 以 下 关系 成 立 


$y ee Ss, qp Desk Dee Sts (1.8) 
Sty tee ts Sof + sk toe + Ff 
G=1,2,°+-,2—1), (1.9) 
E ties Hs, oh Ht BF 04-55 (1.10) 
则 称 5 为 $ 所 优 超 , 记 为 
S-<S*, (1.11) 


| 定理 1.1， 设 尺 一 (rr 7) 和 8 一 (9 1. 是 
分 量 为 非 负 整 数 的 两 个 向 量 . 又 设 4 是 行 和 向 量 等 于 R, 列 和 向 
BET $ 的 极 大 矩阵 , 则 类 ACR, S) 非 空 的 充分 必要 条 件 是 
SxS. (1.12) 
XE MRUSA-MEK 4, 则 4 可 由 4 在 各 行 上 移动 其 1 
的 位 置 而 得 出 。 于 是 ,对 单调 的 S. 我 们 有 
atat- -B sx S4 th 
(i = 1,2, *.,n— l1), (1.13) 
$d- 54964,9533. 5x. (1.14) 
BU SxS. MM 
如 果 已 知 SKS, 经 重新 标号 后 , TARAS 都 是 单调 的 .我 
们 来 构 作 一 个 行 和 向 量 等 于 尺 且 列 和 向 量 等 于 S 的 矩阵 4. 我 们 
用 把 4 的 每 一 行 上 的 1 逐次 向 右 移动 的 方法 来 构 作 4. 先 叙述 具 
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E 


体 作法 。 然 后 再 证 明 它 是 实际 可 行 的 ,首先 在 A 中 依次 把 行 和 最 


大 的 ;个 行 的 最 后 一 个 1 移 到 第 # 列 , 遇 到 有 些 行 的 行 和 相等 时 ， 
则 优先 移动 它们 中 最 下 面 那 一 行 的 最 后 一 个 1。 于 是 4 变 成 形 如 
L4, 55 Ay] (1.15) 
RUBER. 其 中 A, & m x 1 和 矩阵 ,其 列 和 是 ss Aai Em X (> 一 
— D) BEX ABER. RA 4 放置 不 动 , 用 同 法 变动 4,-:。 如 此 进 
行 了 4» 一 ff 步 后 ,4 已 经 变 成 形 如 
[Arts An] (1.16) 
Rye, 其 中 4,2 d& m X (n — D 矩阵 ， 它 有 单调 的 列 和 向 量 
(Stars fas tt» s). Ay Em Xf 极 大 矩阵 、 现在 来 进行 第 "一 
f+ 1 步 , 并 证 明 它 是 实际 可 行 的 . 假如 当 我 们 按 前 面 所 说 的 步骤 
变动 4j 时 ,不 能 使 第 f 列 的 列 和 变 成 y. 记 4, 的 列 和 向 量 为 (et， 
€3» *'*» ey). 这 时 必定 er < 5 或 ef — sg. 如 果 e, sy 则 
| $4 d-5d- ee tyme tetee d ey S fe, < fs; 
«5534-5, (1.17) 
这 是 一 个 矛盾 . 另 一 方面 ,如 果 ej > sys W ej > Stars satt ose 
所 以 An 的 前 e; 行 所 成 的 子 矩 阵 中 ,每 一 列 至 少 有 一 个 0， 和 矩阵 
4, 是 行 和 向 量 单调 的 极 大 和 撼 阵 。 因 此 根据 我 们 逐步 构造 的 方式 ， 
可 知 As 的 后 me 行 全 是 0, 于 是 
eit et e + epa m$ R$ dns. (1.18) 
上 式 结 合 (1.12) 可 得 
$47 sat t5 E sja Sy meit et ee H+ ery Hey 
KH ty tee HHL 十 5 
= e, te; toes d epa dos. (1.19) 
从 而 得 到 s, 之 oj， 而 这 与 ey > s FR. 所 以 我 们 一 定 可 以 从 构 
ER” IRAR, 而 这 个 过 程 自动 终 企 于 第 1 列 . 注意 到 在 我 们 所 
构 作 的 A rh, 它 的 前 i ASITA A RG mm 1,25 ***, n) 都 是 
单调 的 . | 
ABE 
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(1.20) 


Q m. m. m 
m OD mM xm 
O O Oo pm 
O 00 Hm & 


可 作为 在 R = S = K3, 3, 3, 1) 时 上 述 构 作 方法 的 例 。 

本 节 我 们 确定 了 类 9 非 空 的 条 件 . 困难 得 多 的 问题 是 确定 这 
AIFS PTR, CARRE RAS 的 一 个 极 复杂 的 孙 
Ax. 


4 2. 对 拉丁 长 方 的 一 个 应 用 


设 有 在 元 素 为 1,2,…，? 的 2- 集 上 的 > Xs MTR. AD 
给 出 它 可 以 扩充 成 # 阶 拉丁 方 的 充分 必要 条 件 ， 

EM 21. Am Kn BH O, D-E, ms n. 4 的 行 
MAE R = (k, ks tts k), RELER. 4 的 列 和 疝 量 S (s, 
$35 *** Se) ;其 中 


0sk-—ssn—m (i= 1,2, --:,0), (2.1) 
则 4 EULRY & A BK P; 之 和 | 
A =P, + Py + P, (2.2) 


证 WÈ m= nm, 上述 定理 就 是 第 五 章 的 定理 5.3. 因此 现在 
可 不 妨 假定 m 二 wx。 我 们 说 ,这 时 一 定 有 一 个 (2 一 m) X ?型 的 
(0, D-RE 4’, A’ 的 行 和 疝 量 R — Ck, ks o k)s A DAM 
je) Bt $ = (k—5; Rs2» °° S k—$4). 因为 如 令 S' 是 一 个 前 R 个 
分 量 为 ”一 m, 其 余 n — k TREA 0 的 向 量 , 由 (2.1) 可 知 S 
3 ， 从 而 由 定理 1.1 可 知 4 一 定 存在 。 现 在 * 阶 方 阵 

Hd e» 
BU 4g -frRUS SET TAUSPSCT k.CRIZAEGERR3, BERT 
置换 方 阵 之 和 . 从 而 4 也 是 & TAREN. 

定理 2.2. 设 在 元 素 为 1,2,…, 7 的 x- 亿 上 有 一 +r X 拉丁 
KA. 以 NG) 记 数 i 在 此 拉丁 长 方 中 出 现 的 次 数 ， 则 此 拉丁 长 
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方 可 以 扩充 为 了 阶 拉丁 方 的 充分 必要 条 件 是 
NG) 2Sr+-s—n (51,2, r,a). (2.4) 

证 idl, 2,0, n AMARI n-BAT. 又 记 工 中 不 在 拉杆 
长 方 的 第 7 行 中 出 现 的 元 素 的 集 为 T;(G-—1.2,.--..), WT, 
WETH (Cn 一 s)-FR. tr DEE To To'tt TRA M (i) 
^ & iG 一 1,2, n), 如 果 拉 丁 长 方 可 以 扩充 为 * 阶 拉杆 方 ， 
WJ MG)sn—:. (ANG) + MG) = r, FUNG) Srts—n, 

反 过 来 ， 如 果 有 NG) Sr+s—n, RABKT 2 RTH 
TÆ To Tj, tts T, XAKER, Nr x 2 和 矩阵 4 的 行 和 向 量 
R =(n— s, n—s, +++, n— s), 4 的 列 和 向 量 S= (MCI, 
M(2), +°, MOD. HIBGERTAIN(G) 一 +r 一 MQ) >r 十 5 一 7， 
又 从 拉丁 长 方 与 NG) 的 定义 可 知 NO) = 二 + — MOD Ss, 所 以 

Oxn—s—MG)xn-—r (i =1,2, +++, n), (2.5) 
REE 21,4 X79 n—s TERA AM: 

A =P, +P, + +++ + Pae. (2.6) 
ERC. 6) 中 的 每 个 置换 年 阵 者 确定 了 1, 2,…, n 的 一 个 >- 排列 ， 
把 这 一 :个 r+- 排列 作为 n 一 s 列 渗 加 到 + Xs 拉丁 长 方 上 可 得 
+: X 2 拉丁 长 方 ， 再 根据 第 五 章 定理 3.1, 这 个 + Xx wn 拉丁 长 方 又 
可 以 扩充 为 # 阶 拉丁 方 。 或 者 我 们 也 可 以 不 用 第 五 章 的 定理 3.1, 
将 这 个 + x 2 拉丁 方 转 置 后 再 扩充 为 阶 拉 丁 方 , 这 时 关于 NG) 
的 条 件 显然 成 立 。 

从 上 述 定理 可 以 提出 下 列 更 一 般 的 问题 : 设 有 一 个 元 素 为 
1,2, n 和 xx 的 2 X n EN. 现在 要 癌 , 在 什么 条 件 下 我 们 可 
以 把 这 些 x 分 别 适当 改 成 1, 2，.……:” 中 的 数 而 得 到 = 阶 拉 丁 方 ? 
定理 2.2 解决 了 一 种 非常 特殊 的 情况 , 对 一 般 问 题 的 处 理 迄 今 都 
AKG». 


1) 这 就 是 不 完全 ( 即 带 有 空位 ) 的 # 阶 拉丁 方 在 什么 条 件 下 可 以 扩充 为 一 个 4 阶 拉 
丁 方 的 问题 。 近 来 Smetaniuk 证 明了 ， 任 一 在 =” 一 1 个 位 置 上 已 确定 的 蒂 空位 
8g n MRTA- ETAN EA 7 阶 拉丁 方 。 从 而 解决 了 已 有 20 多 年 的 一 个 猜 
起 5 W Ars Combinatoria, 11(1981), 155—172. —— Hc iE 
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$ 3. 对 换 


设 对 一 A(R,5) 是 行 和 向 量 为 R = rns rct tm)» WA 
HEN S= (5, $3» "* *5 $5) 的 所 有 m Xn 型 的 (0， 1)- Fae» 
ACU, BGRAVME2K2 FH 

1 0 0 1 
asl, d 4-|, JI GD 
把 4 中 某 个 形 如 A, (或 4,) 的 子 方 阵 变 为 4:( 或 AD ,同时 使 4 的 
其 它 元 素 不 变 的 变换 称 为 一 个 对 换 ， 在 一 定 的 意义 下 ， 对 换 是 那 
些 作用 在 4 上 后 使 所 得 矩阵 仍 在 类 中 的 运算 中 最 基本 的 一 种 。 
对 换 在 处 理 很 多 有 关 类 % 的 问题 时 很 有 用 。 RMB TEA 
换 定 理 . 

定理 3.1、 设 4 和 4 都 属于 UCR, S), 则 可 用 有 限 次 对 换 把 
ATR A’, 

证 不 妨 设 R 与 $ 都 是 单调 的 . 设 4 如 定理 1.1 所 构 作 .我 
们 一 定 可 以 用 有 限 次 对 换 把 4 变 成 d. 事实 上 ， 可 用 若干 次 对 换 
把 4 的 第 # 列 变 成 的 第 # 列 。 这 是 因为 4 的 第 * 列 上 的 1 在 
ts 个 行 和 最 大 的 行 上 。 4 经 过 这 些 对 换 后 ,第 # 列 与 4 的 第 4# 列 
相 辣 ,从 而 其 前 a 一 1 列 所 成 m X (n— 1) 矩阵 与 4 BRI n— 1 WY 
所 成 的 m x (0 —1) 矩阵 有 相同 的 行 和 向 量 与 列 和 向 量 .根据 双 的 
构造 ,又 可 用 若干 次 对 换 把 前 考 的 第 a— 1 列 变 成 4 的 第 ”一 1! 列 . 
这 样 经 过 有 限 次 对 换 后 ， 我 们 可 把 4 变 成 4. 类 似 地 可 用 有 限 次 
对 换 把 4 仆 变 成 4。 当然 反 过 来 也 可 用 有 限 次 对 换 把 4 变 成 4. 
这 样 总 能 用 有 限 次 对 换 把 4 变 成 4 .我 们 说 ， 把 4 变 成 4 所 需 
对 换 的 最 少 次 数 显然 将 是 一 个 4 与 A 的 极 复 杂 的 函数 ， 

EMH 4 属于 类 ACR, S)， 在 很 多 场合 中 , 我 们 都 可 以 不 妨 


假定 4 的 行 和 向 量 尺 与 列 和 向 量 5 满足 
| nnm Sree ds (3.2) 
s Spee Ss, > 0. | (3.3) 


这 说 明 4 既 排 除了 全 是 零 的 行 或 列 ， 又 有 单调 的 行 和 向 量 与 列 和 
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向 量 . 满足 (3.2) 及 (3.3) 式 的 非 空 类 UCR, S) 称 为 规范 的 .在 今 
后 的 讨论 中 , 我 们 都 假定 % 是 规范 的 . 

ARTMA AEC 力 位置 上 的 元 数 ey 如 果 是 1， 
而 且 对 4 进行 任何 对 换 都 不 能 把 au EMO, 则 称 ou 是 一 个 不 变 
Bol, 根据 对 换 定理 3.1， 这 时 90 中 每 个 矩阵 在 (e. D 处 的 元 素 
PERE 1. 所 以 2 的 所 有 和 拖 阵 或 者 全 都 没有 不 变量 1, 或 者 
都 有 不 变量 1， 我 们 可 以 说 人 没有 或 有 不 变量 1. 

定理 3.2. 规范 类 % 有 不 变量 1 的 充分 必要 条 件 是 , A 中 每 
个 矩阵 4 都 可 以 表 为 

a= » a (3.4) 

XA] 是 元 素 全 是 1 的 。 x f ME CO e m3 0 二 1 万 wx). VÉ 
Me, f 不 一 定 是 唯一 的 , 但 它们 都 由 行 和 向 量 R 与 列 和 向 量 5 所 
确定 ,并 与 4 在 所 中 的 选取 无 关 . 

证 显然 , 形 如 式 (3.4) 的 矩阵 中 , J 里 的 每 个 1 都 是 不 变量 
1。 反 过 来 ,如 果 % 有 不 变量 1, 设 ou 是 使 。 +f 最 大 的 一 个 不 变 
E 1. 对 A 中 任 一 矩阵 4 , 记 

A= | x > (3.5) 
Y Z ! 

其 中 Ww 是 。 x f 5BpE WWKST J. (fü EL.W B3) 3: EDOCOR DAE 3E 
E1. AHBZEW OF OME WT 是 规范 的 ,至 多 经 过 两 次 对 
换 就 可 以 把 as EHO. 现在 因为 。 +f RK RATUA ARR 
一 个 4, 使 4 表 成 式 (3.5) 时 在 X 的 第 1 列 上 有 0。 这 时 如 果 在 2Z 
的 第 : 行 中 有 1, 至 多 经 过 一 次 对 换 ,可 以 假定 这 个 1 在 Z 的 第 一 
yj. 这样 Y 的 第 : 行 一 定 全 是 1。 因 为 要 是 在 Y 的 第 : 行 中 有 90， 
则 可 用 对 换 改 变 丈 中 的 不 变量 1。 事 实 上 这 时 Y 的 第 : 行 中 的 每 
个 1 都 是 不 变量 1， 但 这 与 e 十 1 的 最 大 性 矛盾 .所 以 2 一 0 且 
4 形 如 式 (3.4)。 从 而 % 中 每 个 矩阵 都 形 如 式 〈3.4)。 


$4. 最 大 项 秩 
设 5 和 5 分 别 是 规范 类 A= ACR, S) 中 矩阵 的 最 小 项 秩 和 
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最 大 项 秩 ， 在 这 一 节 里 我 们 来 分 析 5.。 下 述 定理 本 身 有 其 意义 并 
导出 5 的 一 个 精确 公式 .而 且 推 导 这 些 结果 的 方法 对 若干 有 关 问 
题 也 是 有 用 的 . 我 们 先 叙述 一 个 关于 中 间 项 秩 的 初等 结果 。 

定理 41. 设 5 和 5 分 别 是 规范 类 中 年 阵 的 最 小 项 秩 和 最 
大 项 秩 , 则 对 区 间 

<p sP (4.1) 
中 的 任 一 整数 o, XE 9E TH ÓBBE 4,, 其 项 秩 等 于 o. 

证 对 肢 中 矩阵 进行 一 次 对 换 ， 和 矩阵 的 项 秩 或 者 不 变 ， 或 者 
增 减 1， 根据 对 换 定 理 , 我 们 可 用 有 限 次 对 换 把 A 中 项 秩 等 于 e 
WE 4, 变 成 项 秩 等 于 6 的 矩阵 4a. WUA RE 4。 的 项 秩 等 
Fe. 

EE 4.2. 规范 类 3 "UR ABRE Ap» "EC ,5), (2 ,p—1),.775, 
(5, 1) 这 p t hr ESDAE 1. 

证 设 4; 是 具有 最 大 项 秩 5 的 一 个 矩阵 , 我 们 在 4; 中 取出 
5 个 两 两 不 在 同一 条 上 的 1， 称 这 5 个 1 是 本 质 的 1, 其 余 的 1 称 
为 非 本 质 的 .我 们 一 定 可 以 在 % 中 选取 一 个 4,, HBA, 的 5 个 
本 质 的 1 在 前 5 行 中 .因为 要 是 有 一 个 本 质 的 1 在 (i, 力 位 置 处 ， 
MER: 行 上 没有 本 质 的 14 omi). BEG.) 处 是 1, 则 
我 们 可 以 改 取 这 个 1 作为 本 质 的 1, 使 原来 在 (i, j) 处 的 1 ER 
IFEA. FE C, j) 处 是 0， 由 于 扫 是 规范 的 ， 则 经 过 一 次 对 
换 后 ,一 定 可 以 在 C, 1) 处 有 本 质 的 1 并 使 项 秩 5 不 变 。 循 此 我 
们 可 以 得 到 一 个 在 前 5 行 有 5 个 本 质 的 1 的 矩阵 4;。 类 似 地 讨 
论 列 , WIZE 9t dU p 

| D * 

As = p MI (4.2) 

Hh DEDKA PH OMAK. 0 EEE, AX A, 的 项 秩 不 
可 能 超过 p. . 

SURE C2. Q,5B— D. (0, 1) 这 5 个 位 置 的 元 素 
构成 忆 的 次 对 角 线 。 现在 来 证 明 可 以 取得 形 如 (4.2) 的 矩阵 Ap 
它 的 5 个 本 质 的 1 在 DD 的 次 对 角 线 上 ,假设 在 马 的 (1,p),(2,p 一 
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1), ++, (d, p—d- 1) 位 置 上 是 本 质 的 1, 而 在 (4d 十 1,5 一 d) 
处 不 是 本 质 的 1， 则 在 第 4 十 1 行 和 第 5 一 4 列 上 各 有 一 个 本 
质 的 1。 这 两 个 本 质 的 1 所 在 的 D 的 2 阶 子 方 阵 不 外 下 列 四 种 形 
去 :而 这 两 个 本 质 的 1 总 在 主 对 角 线 上 : 


1 07 fl OF rl 11 fl 1 
k |J | |J F J l |] 4.3) 
至 多 对 4, 作 一 次 对 换 ,可 以 使 D 的 上 述 2 阶 子 方 阵 的 次 对 角 线 上 
的 两 个 元 素 都 是 1， 并 可 把 这 两 个 1 替换 原 在 主 对 角 线 上 的 两 个 
本 质 的 1 作为 4; 的 新 的 本 质 的 1. 这样 就 在 马 的 (4 十 1, 5 一 2) 处 
也 有 了 本 质 的 1, 于 是 证 明了 在 中 存在 4;, 它 的 5 个 本 质 的 1 
在 九 的 次 对 和 角 线 上 . 定理 4.2 证 毕 。 

设 8 是 一 个 (0, 1)- 和 矩阵 ,我 们 用 NCO) 记 C 中 0 的 个 数 , 用 
NCQ) 记 8 中 1 的 个 数 . 又 设 4 是 m x n WACO, -EERI 
WBE m, n>0. 不 过 当 对 插 阵 作 分 块 时 ,允许 有 退化 的 X f 
FE, 即 允 许 em f ET 0. 对 退化 子 和 矩阵 W, DE NW ) 一 
NAW) 一 0。 下 述 定理 是 关于 规范 类 中 年 阵 的 最 大 项 秩 的 主要 结 
A. 
定理 4.3。 规范 类 % 中 每 个 矩阵 4 都 可 以 分 块 为 


4-|- >], (4.4) 
Y Z 
KEW e xX] ø (0oxesm;0xfunzZiEO-—ex 
(s — f) AERE m B. 

NCW) + NZ) = 5 — Ce +P. (4.5) 


整数 。 和 上 不 一 定 是 唯一 的 ， 但 它们 都 由 行 和 向 量 R 与 列 和 向 量 
S 所 确定 ,而 与 4 在 外 中 的 选取 无 关 ， 特 别 地 ， 定 理 4.2 中 的 4, 
满足 
N(W)-—0, | N(2)-—»-—Ce f. (4.6) 
证 ” 设 4 的 行 和 间 量 R = CT fi» t0» tm)s TIAA S= 
(S45 S23 °t’ Sa)» WELE | 
NW) d N,(Z) = ef + Cress Freit e + rm) 
— (5 t 5 tere +5), (4.7) 
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所 以 NOV) + N.Z) 与 下 中 年 阵 4 的 选取 无 关 。 因 此 我 们 只 需 
证 明定 理 对 定理 4.2 中 所 指出 的 和 矩阵 A, 成 立 。 现 对 A, 的 行 数 用 
归纳 法 。 对 只 有 1 行 的 矩阵 4;, 定理 一 定 成 立 . 如 果 定 理 对 m— 
1 FT RUSE A, 成 立 , 我 们 来 证 明定 理 对 mw 行 的 A, 也 成 立 . 这 时 ， 
An p 一 m, WER e = m, j= 0 而 使 定理 成 立 。 ARM, 如果 
=n, WIR 。 一 0, /一 ”而 使 定理 成 立 。 为 此 我 们 可 假定 
万 一 mit。 注意 在 这 种 情形 下 ,定理 中 的 < 和 了 必定 作出 4; 的 一 
个 非 退 化 的 分 块 , 即 有 0 <e 二 mm, 0 < 一 2。 因为 要 是 e 一 0 
Rm RA f 一 0 或 4+ 的话, 将 导致 与 5 < m,n HIB. 

现 设 定理 4.2 中 所 指出 的 矩阵 4, 一 [ai] 的 项 秩 2< m, n, 
我 们 用 下 述 方法 使 4s 的 第 一 一 行规 范 化 : 如 果 ay = 0, a, 77 1 而 
s>s ， 则 可 用 一 次 对 换 把 av RR, 2, 换 成 0。 而且 如 果 这 时 
i- 万， 则 这 个 对 换 一 定 可 以 选 得 使 4; 在 (5 一 i 十 1, 5 处 的 本 
质 的 1 不 动 。 同样 ,如 果 当 ;< 时 ,有 “一 en 一 1，2ar 一 0， 
则 可 以 用 一 次 对 换 把 a; 换 成 0, ay 换 成 1， 如果 这 时 7 一 5， 而 
且 这 个 对 换 不 能 选 得 使 4z 在 (5 — j 十 1, 力 处 的 本 质 的 工 不 动 ， 
Nj A, 在 (5 一 i 十 1,7) 处 必 是 1， 从 而 我 们 可 以 在 进行 上 述 对 
换 后 ,再 用 一 次 涉及 第 5 一 i 十 1 行 和 第 5 一 j 十 1 行 的 对 换 , 使 
在 (5 一 7 十 1，,7) 处 重新 换 成 1， 当 我 们 把 上 面 所 讲 的 所 有 可 能 
的 对 换 都 进行 过 后 ， 得 到 一 个 如 下 形状 的 矩阵 
a, (4.8) 
在 (4.8) 式 中 , 8, 是 1 x n EE, 0, 是 元 素 都 是 1 的 1 X (n — n) 
矩阵 。 这 时 并 不 排除 n= n 的 退化 情况 . (m— 1) X n’ 矩阵 
Asa XE (1, 8 — 1), (2,5—2), "… (5 一 1, 1) 这 5 一 1 个 位 置 
上 有 1. 右 下 角 的 0 是 (m 一 1) x (2 一 2) NEB. | 

矩阵 Ay, 产生 一 个 规范 类 Y, RINER p 一 1 JE 9E Pe 
的 最 大 项 秩 ， 要 是 % 中 有 和 矩阵 4', CECA, A), 2,8—1)» 
(5, D 处 有 5 个 本 质 的 1。 我 们 把 (4.8) 式 中 的 4z-: 换 成 4， 记 
PERE M'. MEM 属于 类 A， 如 果 M £k (1,0) 处 是 0， 


"36， 


"| 


则 总 可 以 用 一 次 对 换 使 (1, n) 处 是 1, 这 样 ，M 的 项 秩 必 大 于 P， 
这 与 5 是 人 的 最 大 项 秩 矛 盾 。 所 以 , % 的 最 大 项 秩 是 5 一 1， 而 
Aya 达到 这 个 最 大 项 秩 , 并 在 (1,5 一 1), (2,P 2), -e 
1, D 处 有 5 一 工 个 本 质 的 1， 根据 归纳 假设 , 4s_, 可 以 表 为 
W'x 
dpa = M M 0» 
其 中 x f REW 的 元 素 都 是 1， NZ") = 5—-1— (ef). 
我 们 还 把 上 述 了 尽 可 能 地 取得 大 ,使 得 在 Z 中 的 每 个 本 质 的 1 所 
在 的 那 一 列 上 方 ，X' 至 少 有 一 个 0. 我 们 知道 5 一 1 二 一 1， 
但 有 可 能 5 一 1 一 ”。 后 一 情况 导致 AIRE 6 一 0,f 一 2 的 
退化 分 块 . 而 对 于 其 它 情况 , 必 有 <e m 1,0—f nu. 
如 果 在 〈4.8) 中 0, 含有 这 样 一 个 0, 这 个 0 位 于 了 的 某 一 列 
的 上 方 ,而 Y' 的 这 一 列 又 有 一 个 4, s 的 非 本 质 的 1， 则 根据 我 们 
对 M 的 第 一 行 所 作 的 规范 化 , 必 有 zw =n, MEHE 5, FHL, 
f 十 2 n 处 都 是 0. = A 5-1 有 退化 分 块 时 ,上 述 事实 与 p—: 
ln 矛盾; 当 Ap- 的 分 块 非 退 化 时 ， 上 述 事 实 又 与 "zer F 
JE. 因此 ， 如 果 在 Y' 的 某 一 列 的 上 方 有 0, WY 的 这 一 列 上 
没有 As- 的 非 本 质 的 1。 这 意味 着 总 可 以 把 4,2. 的 分 块 (4.9) 调 
整 得 使 M 在 Y' 的 上 方 的 5, PRS 0. MEMEC, 0) 处 是 1, 则 
已 得 所 要 求 的 分 块 ;如 果 M 在 (1, p) 处 是 0， 则 可 用 一 次 对 换 使 M 
在 (1, 5) 处 是 1. 这 给 出 了 我 们 想 要 的 分 块 ， 
作为 定理 4.3 的 一 个 简单 的 推论 , 我 们 可 以 得 到 一 个 值得 注 
意 的 公式 , 它 用 行 和 向 量 R 一 (n; Yi» ` Ut rm) EXPE s=. 
(ss Sas °° “3 Ss) 的 分 有 量 把 规范 类 ACR, S) 的 最 大 项 秩 e 表示 出 
E344. 记 
tjj = ij + (ria risa t b r4) — Cs dot. sg) 
(i= 0, ls ++) m3j = 0,1, 5,2), (410) 
则 © B= mings; + G+ DI 
(i = 0,1, +1; m3 7= 0,13, ***, 2), (4.11) 
0 57 


证 Ree 
W x 
aa s z] 
具有 最 大 项 秩 o, 其 中 Ww 是 i X jE, 则 可 用 RRR 4 的 
全 部 1。 因 此 


(4.12) 


N(Z) + Gi) be. (4.13) 
但 NO ) = 0, 所 以 | 
ti 40-129. | (4.14) 
在 (4.142? 中 ,如 取 j 为 定理 4.3 中 所 说 的 。, f, 则 等 号 成 立 . 故 定 
理 4.4 得 证 . | 
| 也 可 以 得 出 计算 的 公式 ,但 我 们 在 这 里 不 深究 了 . 下 述 定 
BAH B 二 p BUS. | 
X2 45. 设 规范 类 外 没有 不 变量 1, 而 且 <mn N<. 
证 根据 5 二 m, 7 的 假设 ,定理 4.3 中 的 e, J 满足 二 ce 二 
m,0 二 f < n. 同时 根据 定理 的 假设 ,定理 4.3 中 的 4, 在 (1,1) 处 
不 是 不 变量 1. 但 定理 4.3 A NCW) + Ni(Z) 一 5 一 (c 十 力 . 
以 上 事实 说 明 在 9I 中 一 定 有 一 个 矩阵 ， 它 在 Z 中 工 的 个 数 小 于 
B— Ce f. 因此 这 个 矩阵 一 定 可 以 用 少 于 2 RERES 部 1. 
所 以 2 二 pb. 
注意 在 定理 4.5 中 , 关于 没有 不 变量 1 IL LK FT 
例如 仅 由 极 大 矩阵 4 —/MERE RARE 6 — 5. RE. 54 
m, n 的 限制 也 是 不 可 少 的 .例如 ,zl! 个 n 阶 置 换 方 阵 构成 的 类 就 
有 5 一 5. 用 P 一 5 把 全 部 UCR, S) fe EU RIERS 2370€ 
一 个 未 解决 而 又 有 意义 的 问题 ?， 


$ 5. 有 关 问 题 


前 一 节 分 析 了 规范 类 A 中 矩阵 4 的 项 秩 . 我 们 还 可 以 指出 4 
的 另 一 些 有 价值 的 函数 ， 并 研究 当 4 在 它 所 在 的 类 中 变化 时 这 些 


1) 在 补充 文献 [1J 中 《Thcorcm 6.8), 给 出 了 6 = 5 的 一 个 充分 必要 条 件 。 一 一 
译 者 注 
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户 数 的 变化 人 性状。 这 种 研究 已 在 某 些 场合 付 诸 实 施 . 例如 , Bic 
规范 类 9r CARER) 6, 最 大 了 迹 为 5, 则 可 以 证 明 公 式 
j= max{min(¢,7) — tij) Ci = 0,1,-**mij = 0515°++52)(5.1) 
和 5 一 mint ti; + max(i,j)] 
G=0,1,-°+,m3j =0, 1, °°, n) (5.2) 
RY. 这 些 公式 和 $14 由 5 的 公式 很 相似 ， 而 且 也 可 循 类 似 的 途 
径 来 推导 出 这 些 公式 ， 

但 很 多 这 类 极 值 问题 不 能 作 这 样 彻底 的 处 理 . 如 设 4 属于 规 
范 类 ACR, S), a 是 满足 lcs, HEM. EE AR m Xe 
子 矩 阵 ,而 且 的 每 行 的 行 和 不 少 于 a. SEGA RB E FERNE 
数 e RA AW oc RE. 记 作 ela). MS 9 中 和 矩阵 的 最 小 a- ME 
H Ela), EK o- WREX Ele). 可 以 证 明 , $ 1 中 所 构 作 的 矩阵 4 
的 c- 宽 度 是 Elaa = 1, 2，.…，rs)， 事实 上 , 4 的 最 后 一 行 中 
的 第 a 个 1 在 第 (a) 列 。 A 的 这 个 突出 的 性 状 给 出 了 一 个 计算 
&(o) 的 有 效 程序 .但 人 们 对 Ela) 的 性 状 所 知 甚 少 . 对 此 如 能 了 解 
更 多 则 极 有 价值 ， 这 到 第 八 章 就 会 明白 ,在 那里 我 们 将 指出 ECD 
和 有 限 射 影 平 面 之 间 的 相互 联系 . 

某 些 特殊 的 类 有 一 些 本 身 很 有 价值 的 问题 。, 记 UK, K) 是 
m = n H- 

- R—-S-K-(hhbve 5) (5.3) 
的 类 .这 里 和 EWE ISk 二 w 的 一 个 固定 整数 。 MWK, K) 是 
所 有 在 每 一 行 和 每 一 列 上 都 正好 有 个 1 的 * 阶 Co, 1)-28 PE RS 
35. Xp ko 1 时 ,这 个 燃 由 1 个 +# 阶 置换 方 降 组 成 , 当 六 一 xz 时， 
则 它 由 # 阶 方 阵 J 了 组成。 根据 第 五 章 的 定理 5.3, 可 知 对 类 AUK, 
K) 有 

p=p=m~n, (5.4) 
这 时 自然 会 进一步 探求 UK, K) 中 矩阵 的 最 小 积 和 式 和 最 大 
FAA. 但 这 两 个 值 还 不 能 确定 。 这 个 最 小 值 可 以 具有 相当 深刻 
的 组 合意 义 ， 对 双 随 机 和 矩阵 的 相应 问题 便 导 致 第 五 章 有 的 van der 
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Waerden 258 48. 


$ 3 x R 


定理 1.1 由 Gale!” Ryser") H, SERE 4.2 由 Habera WH, $2, $3, 64 的 
其 余 定理 均 取 自 Ryser [12, 13, 14], $3 的 证 明 按照 Haber [10], Habert!011 讨论 
TENTE. Fulkerson] 和 Ryser! 研究 了 迹 。 Fulkerson 和 Rysert*753 — iz 
研究 了 <- 宽 度 ， 
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第 七 章 正 交 拉丁 方 


$1. 存 在 定理 


设 A, [249 1 40 4, 一 [a 妆 ] 是 两 个 在 元 素 1,2,.…,w 上 的 
n 阶 拉丁 方 (2 之 3). 如 果 妈 个 2- 样品 
| CaP ap) — (ij 1,2, «++, 2) | (D 
互 不 相同 , 则 称 拉丁 方 4 和 4; 是 正 交 的 。 也 可 以 这 样 定义 : 如 
果 把 一 个 拉丁 方便 置 在 另 一 个 上 , 便 得 到 一 个 由 1, 2,… n 的 有 
序 偶 构 成 的 x X > 阵列， 这 两 个 拉丁 方正 交 相 当 于 上 述 ” X > EE 
列 的 吧 个 元 素 互 不 相同 . 由 一 对 正 交 拉丁 方 的 2- 样品 构成 的 zx 
n 阵列 在 文献 中 常 被 称 作 希 腊 - 拉 丁 方 或 Euler F. AW, 


1 2 3 
| 1.2) 

就 是 一 对 3 MERETI 的 实例 . 

更 一 般 些 , 设 Ais Ao 5, 4, 是 一 组 = 阶 拉丁 方 ，z > 3, 
z= 2, WEHA; jov J> A; 和 和 A; 就 正 交 , 则 称 Ay, das t5, A; 是 
正 交 的 ,并 把 它们 称 为 一 个 正 交 组 ， 我 们 在 这 _ 章 中 研究 正六 组 
这 种 组 态 由 来 已 入, 不 过 以 前 主要 把 它 当 作 数 学 游戏 ， 而 在 今天 ， 
我 们 已 认识 到 它们 在 研究 有 限 射影 平面 以 及 其 它 课题 上 的 重要 
FE. 先 从 下 列 禄 等 结果 开始 

定理 1.1。 设 4， dasto diie? 个 # 阶 Co 之 3) 拉丁 方 的 
正 交 组 ,; 则 


3 
1 
1 2 
1 
3 


me NH US Ne 


tSn], (1.3) 
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证 ”我们 分 别 对 每 个 拉丁 方 的 元 素 重 新 标号 ， 使 得 这 # 个 拉 
了 丁 方 的 第 一 行 元 素 从 左 到 右 都 是 1, 2 ……, zx. 易 见 这 样 并 不 破坏 
这 组 拉丁 方 的 正 交 性 . 现在 来 观察 这 : 个 拉丁 方 在 (2,1) 位 置 处 
的 元 素 . 由 正 交 性 可 知 ,这 * 个 元 素 互 不 相同 ， 同 时 ,它们 又 都 不 
等 于 1. 所 以 : 委 2 一 1， 
如 果 在 (1.3) 式 中 等 式 成 立 , 则 称 这 个 正 交 组 是 完备 的 ， 前 面 
的 (1.2) 是 完备 组 ， 
这 里 我 们 预先 假定 读者 知道 一 点 有 限 域 的 初等 性 质 . 所 谓 有 
限 域 ,就 是 由 有 限 个 元 素 组 成 的 域 。 如 记 有 限 域 的 元 素 个 数 为 n 
RAGA 2 p, 这 里 ? 是 素数 , a 是 正 整 数 。 反 过 来 ,对 每 个 素 
数 上 和 每 个 正 整 数 a, 一 定 存在 一 个 有 = 一 p 个 元 素 的 域 ， 而 且 
两 个 元 素 个 数 相 同 的 有 限 域 一 定 同 构 。 有 m 一 加 个 元 素 的 域 也 
AY Galois 域 , 记 为 GF (p*). 如果 a1, GF(p) 的 元 素 可 以 取 为 
模 p 的 完全 剩余 组 0, 1,… .>p 一 1。 这 时 域 的 加 法 和 乘法 运算 就 
EAR p 的 普通 加 法 和 乘法 . 现在 我 们 证 明 一 个 完备 正 交 拉丁 方 组 
的 在 在 定理 . 证 明 要 用 到 Galois 域 GF (p?) 的 存在 性 ， 
定理 1.2。 a = p, 其 中 ?是 素数 ,a 是 正 整数 , 则 当 > 之 
3 时 ,一 定 存在 一 个 # 一 1 个 * 阶 拉丁 方 的 完备 正 交 组 
证 id Galois 域 GF(yr) 的 元 素 为 ao 0, a, = 1, 25, 755, 
LE 定义 7 一 1 个 # 阶 方 阵 
A. = [aff] | 
G,í—0,.1,-,2—1;e6—1,2, t, n — 1), (14) 
其 中 | | 
ac? = Q.d; + aj. (1.5) 
先 证 式 a. 4) 中 每 个 A REAT H. Ri AALER i jj EBWBR 
相同 元 素 , 即 有 /7 和 7 E 
ad; + aj = asa; F ap, (1.6) 
则 必 有 a; 一 ar， 从 而 7 一 7 同样 地 ,如 果 4。 在 第 7 列 上 有 两 个 
相同 元 素 , 即 有 ims, | | 
0,0; + a; = hap + aj (1.7) 
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由 于 a, Æ 0, 所 以 必 有 a; = dj, 从 而 i 一 了， 因此 4- 是 拉丁 方 . 
再 证 当 1 委 < 一 1j 委 2 一 1 时 , 4. A ER. 假设 有 


(a? asp) = Calf} a) )» (1.8) 
则 | 
8,0; + aj ™ aaj 十 ajs (1.9) 
aja; 十 aj = ajai 十 aj. (1.10) 
两 式 相 减 得 
a;(a, — aj) = 09 人 (ae — aj). (1.11) 


因为 e, »* ay, 所 以 a, = ap, dmm 6. 以 此 代入 (1.9) 又 得 aj = ap, 
j=j. 因此 (1.4) 是 正 交 组 . | 

Mit 3. 对 ”二 3 和 + > 2, 一 个 由 + 个 =” 阶 拉丁 方 组 成 的 

交 组 ， 等 价 于 一 个 zw? X (z +2) 阵列 

A= [a;l] 
(i= 1,2, °., n°; p= 1,2, 1 十 2)， (1.12) 
其 中 4 的 元 素 是 1, 2,:……, n, 而 且 4 的 每 一 个 m Xx 2 子 阵 列 的 
n [TRET 1， 25'* -s n 的 全 部 到 个 2- 样品 . 

证 ” 设 有 满足 上 述 性 质 的 阵列 4. 我们 可 对 4 作 行 的 置换 ， 
使 得 由 4 所 变 成 的 阵列 B 的 前 两 列 所 组 成 的 m X 2 子 阵列 的 第 I 
HE n^ FF TCR HERES AFC, , C1 2)» ttt (1,2); "tt (2, 1); 
(5, 2), +++, (x, n). Xi, BRR e Fj Ce = 3,4, +++, ¢+2) 上 
BY m^ STOR AE PRM RP n X n 阵列 B.: B. 的 第 1 行 由 8B 的 
5B e 列 的 前 = 个 元 素 组 成 , B。 的 第 2 行 由 互 的 第 “ UNS + 1 
到 第 2n 这 ”个 元 素 组 成 ， 一 直到 B, 的 第 + 行 由 B 的 第 。 列 的 最 
后 ”个 元 素 组 成 .如 此 作出 的 Bs. Bas coo. Bua 一 定 是 正 交 拉丁 
HA. 事实 上 ,由 8 的 第 1 列 的 性 质 可 知 B 的 每 一 行 上 没有 相同 
元 素 , 由 的 第 2 列 的 性 质 可 知 B. 的 每 一 列 上 没有 相 风 元素, 所 
以 B。 是 拉丁 方 。 另外 ， 如 果 eÆ j, WH BR e 和 第 f 两 列 构 
BRAY m x 2 子 阵 列 的 性 质 可 知 B, 和 B, TER. 定理 的 男 一 尘 可 
类 似 地 证 明 . 

下 面 的 阵列 是 与 正 交 拉丁 方 组 (1.2) 相 结 合 的 : 
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(1.13) 


W Ww v n ti —— o x 

L3 Mm UG RH = UG N oe 

mU) hm Ww t2 WwW N ë e 

m Wim WH e W WW N ë 
. 


3 2 
定理 1.4， 如 果 既 存在 上 个 = 阶 拉 丁 方 的 正 交 组 ， NFE! 
个 忆 阶 拉丁 方 的 正 交 组 , 则 必 存 在 t 个 mn! 阶 拉丁 方 的 正 交 组 ， 
证” 我 们 按照 定理 13,128 上 个” 阶 拉丁 方 的 正 交 组 和 n 个 
拉丁 方 的 正 交 组 分 别 表 为 m^ X (: 十 2) 阵列 4 和 0? X (十 2) 
阵列 A’, 记 4 的 第 6 1129 
CT fiza ***5 P (1.14) 
id A 的 第 7 行为 | 
(an, dn» ***» 4j,a42). | (1.15) 
现在 把 (1.14) 和 (1.15) 合 成 一 个 由 * 十 2 个 数 偶 组 成 的 行 
ACT 4j); (airy ap)» ***» (Caitas 95 02). (1.16) 
JE 3n (1.16) 的 行 共有 (mw)? 个 ,它们 可 以 构成 一 个 (nn? X C+ 
2) 阵 列 。 这 个 阵列 的 元 素 都 是 形 如 
(1,1),(1, 2),:- S (1,2), (0,1), (»,2»-- S (n, ) (1.17) 
的 数 偶 . 根据 阵列 4 和 T 的 结构 ,可知 这 个 阵列 的 每 个 (em X 
2 子 阵列 的 (sz 尖 行 表 出 了 an’ AER (1.17) 的 全 部 an) A 2- 
样品 。 由 定理 13， 这 个 (an) X @+ 2) 阵列 必 能 六 年 ， 个 nn 
阶 拉 本 方 的 正 交 组 ， 
定理 1.5。 设 正 整数 n = PIP?’ e pPNY 其 中 Disi ^» PAN 是 
互 不 相同 的 素数 ,wi 是 正 整 数 。 又 记 
t= min( p? — 1) G —1,2, +++, N); (1.18) 
则 对 £222. AMETE € 个 *# 阶 拉丁 方 的 正 交 组 ， 
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证 ”根据 定理 1.2, Ee Hp MRT DBUEAXI. SRE 
用 定理 1.4 BEE OLS, 

这 个 定理 说 明 , 如 果 n Æ 2(mod 4), 则 一 定 存在 一 对 * 阶 正 交 
拉丁 方 。 下 一 节 研 究 当 w = 2(mod 4) 时 的 # 阶 正 交 拉杆 方 组 . 


$2. Euler 猜想 


Euler 提出 下 述 36 名 军官 的 问题 : 有 来 自 6 个 团队 且 分 属 6 
种 军阶 的 36 名 军官 ,每 个 团队 6 名 ， 每 种 军阶 6 名 ， 问 能 否 把 这 
36 名 军官 排 成 6 行 6 列 的 方 队 , 使 得 每 行 与 每 列 的 6 ZEBRA 
”不 同 的 军阶 又 来 自 不 同 的 团队 ?我 们 用 1, 2, 3, 4, 5, 6 把 军阶 和 
团队 编号 , 这 样 每 个 军官 可 用 1 到 6 的 一 个 2- 样 品 来 代表 ， 这 个 
2- 样 品 的 第 1 个 分 最 表示 该 军 富 的 军阶 ， 第 2 个 分 量 表示 他 所 属 
的 团队 、 Euler 的 问题 就 归结 为 能 否 构 作 一 对 6 阶 正 交 拉丁 方 ， 
Euler 在 1782 年 猜想 ,不 存在 一 对 阶 数 m wm 2(mod 4) 的 正 交 拉丁 
H. Tarry 在 1900 年 左右 通过 系统 的 枚 举证 实 了 当 # = 6 时 Euler 
猜想 是 正确 的 .。 但 直到 1960 年 左右 ,由 Bose, Shrikhande 和 Parker 
的 共同 努力 , 才 完 全 解决 了 Euler 的 猜想 .他 们 得 到 下 述 定 理 . 
定理 2.1， 设 n 2 2(mod 4), 2 6， 则 必 存 在 一 对 # 阶 正 交 
ETH. 
这 个 定理 表明 实际 情况 和 人 们 的 期 望 相反 ， 同 时 它 也 说 明 从 
不 充分 的 根据 飞跃 到 一 般 结 论 的 危险 .我 们 在 这 里 不 准备 深入 进 
行 定理 2.1 的 复杂 的 证 明 , 但 对 定理 2.1 的 一 类 特殊 情况 ,我 们 给 出 
一 个 简单 精巧 的 构 作 . 
定理 2.2、 设 n = 10(mod 12), 则 必 存 在 一 对 # 阶 正 交 拉 丁 
v, | 
证 ”假设 有 一 对 汉 阶 正 交 拉丁 方 。， 对 i 一 0.1,---, 2m, Æ 
Min} jadi: | 
A; == (7, 1, 5, i)a 
B,=G+1,i+2, +, +m), (2.1) 


C,;=G—1,4—2,¢**,i—m), 
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(2.0) 的 每 个 向 量 都 有 mm 个 分 量 ,这 些 分 量 都 者 成 是 《mod 2m 1) 


的 整数 .从 (2.1) 我 们 再 作 差 


D = 4; — B; = (2m, 2m —1,---,m-- 1), 

D’ = B; — A; = (1,2, ---,m), 

E = A; — C; = (1,2, +++, m), 

E' = C; — 4; = (2m, 2m — 1, °++> mt 1); 

F = B; — C= (2, 4,°°+, 2m); 

F’ = C; — B; = Qm — 1, 2m — 3, +++, 1). 
| (mod 2m + 1) 


在 (2.2) 中 , 易 见 D 和 D' 的 全 部 2m 个 分 量 是 
7 1,2, «+-+, 2m(mod2m + 1), 


五 和 E'FAA F'ib —£RE. X i= 0,1, +1, 2m BRA. 


& (2.1) 可 以 构 作 如 下 向 量 
d = (4o; Ais ttt’ Am)» 
B = (Bs, Bi,***， Bom)» 
C= (Co; Ci»*^*, Cum). 
Hyak (2.2) REA 


A— B = (D,D, ++, D), 
B — A = (D', D’, **+, D')» 
A—C=$(E,E,:--,E), 
C—A=(E’',E’,:-+,E’), 
B— OME Pe PY 
C— B= (F’, F’,-:+:, F. 
(2.3) 和 (2.4) 式 中 每 个 向 量 都 有 mQm + D Sa. 设 
| X = (x, Xas 7*5 Xm) 
是 到 个 元 素 的 一 个 排列 . 人 m(2m + 1)- RR 
Y = (X, X,+., X). 
MA; B, CHYRA 4X 4Am Qeon 二 1) BERI 


» 66 « 


(2.2) 


SATA] 


(2.3) 


Q 4) 


(2.5) 


(2.6) 


A B C Y 
B A Y c 
Slo v 4 B (2.7) 
Y C B 4 | 
对 G 的 任 一 个 2x4 mQm + 1) FEJ G, G' 一 定 含有 下 列子 阵 
Na; 
A Y] [B Y] 7c Y 
|; a p a ly cl C2.8) 


根据 4, B, CMY 的 结构 ,这 表明 G' 含有 列 


C) C e» 


HER i = 0, 1, >, 2m (mod 2m -1)9:j21,2,---,m. Bf 
G' 一 定 含 有 下 列子 阵列 之 一 : 


I able able sh e 


A i Aj, Ws — j(mod 2m + 1) PDR D' 的 一 个 分 量 . 同 样 它 
也 是 E 或 E, FRF 的 一 个 分 量 . 假如 说 , i 一 j(mod 2m + 1) 
是 也 的 一 个 分 量 , 则 它 在 4 一 8 中 出 现 2m 二 1 次 .i 一 j(mod 2m 十 
1) 在 4 一 B 中 第 i + 1 次 出 现时 的 位 置 正 说 阴 (2.10) 式 中 的 第 
1 个 阵列 含有 形 如 S | 

G) (2.11) 


的 一 列 .对 其 它 情 况 有 相 类 似 的 结论 .所 以 G' 一 定 含 有 列 《〈《2.11)， 
这 里 ?7 = 0, 1，……，2(mod2m + 1), i ¥ j. 

我 们 在 证 明 的 开始 就 假设 了 存在 一 对 台阶 正 交 拉丁 方 。 设 H 
是 4X wm’ 阵列 ， 它 是 在 x x2，,，*"**， xm 上 的 一 对 正 交 拉 丁 方 按 定 
理 1.3 所 构 作 的 m? X 4 阵列 的 转 置 阵列 .我 们 作 阵 列 


| 0 lees 2m 
0 1:--2m 
Z ap H (2.12) 
Q l'-e- 2m 
| 0 1::*2m 
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Z 的 行 数 是 4， 列 数 是 
4m(2m + 1) +m? + 2m + 1 — (3m 十 lY. (2.13) 
Z 的 每 个 2X(3m + 1)2 子 阵列 的 《3 十 1 列表 出 了 m» mco 
3«3 0, 1, 25°++, 2m(mod 2m 1) 这 3m 十 1 元 素 的 全 部 (3m 1)? 
个 2-REGL. 因此 Z 的 转 置 是 一 个 定理 1.3 所 指出 的 那 种 (3m + 
1)? X 4 阵列 ， 由 定理 1.3 可 知 必 存 在 一 对 “一 3m 十 1 阶 正 交 拉 
TH. E 1.5, RATE m = 3(mod 4), a= 3m4+1= 
10(mod 12). m 的 其 它 选 择 所 产生 的 值 a 一 3m 十 1 都 已 包含 在 
定理 1.5 的 结果 之 中 。 
按 上 述 构 作 可 得 如 下 一 对 16 阶 正 交 拉丁 方 : 
5 


0 6 4 x, x x 1 2 3 
x; 1 0 6 5 x x 2 3 4 
X3 X, 1 0 6 x 3 4 5 
X3 x; £r 3 0 4 5 6 
1 x x ux 2 5 6 0 
A= | > 
3 2 x n n 5 4 6 0 1 
5 4 Xy x; n 6 0 1 2 
2 3 > 6 0 1 x x x 
4 5 0 1 2 3 x x x 
6 0 2 3 4 5 x n zz 
0 x, x; x, 1 3 5 2 4 6 
16 1 n x x 2 4 3 5 0 
> 0 2 x x wy 3 4 6 1 
4 6 1 3 x x n 5 0 2 
r 5S 0 2 4 n x 6 1 3 
B=] P 1 3 5 « 0 2 4l 
Xj 4 x3 0 2 4 6 1 3 5 
1 3 4 5 6 0 x x Xs 
2 3 4 5 6 0 L zx & X 
3 4 5 6 0 1 2 x x x 
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§3. 有 限 射 影 平面 


现在 我 们 开始 研究 有 限 射影 平面 。 从 表面 上 看 ， 它 与 正 交 拉 
丁 方 完全 没有 联系 ， 但 我 们 在 下 一 节 将 盖 明 这 两 个 论题 是 密切 相 
关 的 。 所 谓 一 个 射影 平面 * 是 由 一 些 称 为 "点 ”的 元 素 和 另 一 些 称 
为 “ 线 ” 的 元 素 组 成 的 数学 体系 ， 这 些 点 和 线 以 “关联 关系 ”结合 在 
一 起 ， 也 就 是 说 ,我 们 假定 已 定义 了 关系 “点 了 在 线 工 上 ”, 或 等 价 
地 ,定义 了 关系 “ 线 工 通过 点 P”, 而 且 这 种 关系 满足 下 列 公设 : 

(3.1) x 的 两 个 不 同 的 点 在 且 仅 在 < 的 一 条 线 上 . 

(3.2) 的 两 条 不 同 的 线 过 且 仅 过 x 的 一 个 点 . 

(3.3) x 上 存在 4 个 点 ,它们 中 的 任意 3 点 都 不 在 同一 线 
上 . 

公设 (3.10) 和 (3.2) 是 最 根本 的 ， 公设 (3.3) 用 以 排除 一 些 只 满 
足 (3.1) 和 (3.2) 的 退化 情况 .从 这 三 条 公设 可 以 推 得 下 述 的 

(3.4) x 上 有 4 条 线 ,它们 中 的 任意 3 条 都 不 过 同一 点 . 

可 以 很 清楚 地 看 到 ,对 有 关 射 影 平 面 的 每 个 命题 , 只 要 在 命题 
中 把 名 词 “点 ”和 “ 线 ” 互 换 ， 把 句子 “点 在线 工 上 ”和 “ 线 工 过 点 
P” 互 换 , 都 能 得 到 其 对 偶 命 题 ， 公设 (3.2)，(3.4) 就 分 别 是 公设 
(3.1), (3.3) 的 对 偶 。 这 个 “对 偶 原 理 ? 在 射影 平面 的 理论 上 是 很 重 
要 的 ，- | 
X383. WP, 是 射影 平面 x 上 两 个 不 同 的 点 ， 工 , L'È 
x 上 两 条 不 同 的 线 . 则 分 别 有 工 上 的 点 的 集合 到 L 上 的 点 的 集 
合 之 上 的 一 一 映射 ， 通 过 点 了 的 线 的 集合 到 通过 点 P' 的 线 的 集合 
之 上 的 一 一 上 映射， 以 及 上 的 点 的 集合 到 通过 P 的 线 的 集合 之 上 
的 一 一 映射 . | 

证 用 记号 PO 表示 x 上 通过 两 个 不 同 的 点 P 和 0 的 唯一 确 
定 的 线 . 我 们 先 证 = 上 必 有 一 点 0， 它 既 不 在 线 工 上 ， 又 不 在 线 
L' t. 假如 没有 这 样 的 点 0， 则 = 上 所 有 的 点 都 在 或 L' E. 
根据 (3.3)， 必 有 点 4 和 了 3 在 二 上 ,点 C 和 D 在 上 "上 ,而 且 这 4 点 
A, B, C, D 中 任意 3 点 都 不 在 同一 线 上 ， 而 由 此 可 知 线 4C 
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和 BD 的 交点 既 不 在 工 上 又 不 在 工 上 .现在 可 以 从 既 不 在 工 二 
MAZEL’ 上 的 点 0 出 发 来 建立 上 的 点 的 集合 到 上 的 点 的 集 
合 之 上 的 一 一 映射 ; 对 工 上 任意 一 点 五 * 线 OE 与 线 L' 相交 于 唯 
一 确定 的 一 点 E' KEEA ERA E 的 映射 ， 易 见 这 个 
映射 是 二 上 的 点 的 集合 到 工 上 的 点 的 集合 之 上 的 一 一 揣 射 。 定 
理 中 的 第 二 个 论断 是 上 述 结论 的 对 侦 命 题 。 广 车 0 是 不 在 LL 上 的 
一 点 ， 易 见 有 工 上 的 点 的 集合 到 通过 0O 的 线 的 集合 之 上 的 一 一 映 
射 .根据 定理 的 第 二 个 一 一 映射 的 存在 ， 当 0 在 工 上 时 上 述 断 言 
ERZ. 注意 到 我 们 通过 上 述 证 明 已 指出 ， 的 每 一 条 线 上 至 少 
有 3 个 不 同 点 ,通过 < 的 任 一 点 至 少 有 3 条 不 同 线 . 

在 组 合 数 学 中 非常 重要 ,在 以 下 的 讨论 中 它 将 起 主要 作用 ,如 果 在 
"HEB EGET x 的 一 条 线 上 总 共有 # 十 1 个 点 ， 则 称 正 整 数 ” 
为 < 的 阶 , 它 是 < 的 基本 不 变量 . , 

定理 3.2， 设 x 是 7 RARE SH, 则 在 x 的 每 一 条 mr 
点 的 个 数 以 及 通过 每 一 点 的 线 的 个 数 都 是 ne 1, THe 一 共有 
$4 nc i RRR? +t 14. 

证 ”定理 的 前 半 部 分 是 定理 3.1 和 阶 的 定义 的 直接 推论 。 设 
0 是 x 上 一 点 , 则 正好 有 7 十 1 条 线 通过 0, 而 且 每 条 线 土 除 O 之 
外 正好 还 有 *# 个 点 。 所 以 x 上 总 共有 1d 5(5 F1) 2-541 
个 点 ， 它 的 对 侦 命 题 断 言 * LEA FA +a 十 1 条 线 . 

n 阶 有 限 射 影 平面 还 可 以 用 别 的 等 价 的 公设 组 来 定义 . 比方 
bi, 设 满足 (3.2) 和 (3.3), x LAA m 42-174. dgeE 
ERA n” 十 1 个 点 ,过 每 点 正好 有 ?十 1 条 线 , 则 一 定 是 = 阶 有 
限 射影 平面 。 因为 对 = 上 一 点 0, 正好 有 >* 十 1 条 线 通过 O ,而 每 
条 线 上 除 0 之 外 正好 还 有 # 个 点 ， 所 有 这 些 点 就 是 上 全 部 到 十 
23 1 个 点 ， 从 而 x* 上 一 点 CO 和 另外 一 点 在 且 仅 在 一 条 线 上 ,这 就 
证 明了 (3.1D), 因 此 x 是 # 阶 有 限 射 影 平 面 . 

最 后 我 们 指出 , 在 很 多 场合 ,把 ” 阶 有 限 射影 平面 上 的 线 当 作 | 
点 的 G 十 1)- 子 集会 比较 方便 .“ 最 小 的 射影 平面 是 2 阶 的 , 元 
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X1, 2, 7 的 下列 7 个 JC PART 2 MA EPELE 7 条 

加 " = {1,2, 4}, bet, 3, 5}, Ly {3,4; 6j, 
= {4,5,7}, L5, (5,6, 1}, Le = {6,5 7, 2}; 
- v 1; 3}. | | | 


$4. 射影 平面 与 拉丁 方 


在 这 一 节 ， 我 人 HERAT REPORT HAL 
间 的 联系 。 E 
定理 41. ik 2 > 3, 可 以 构 作 " 阶 射影 平面 的 充分 部 要 条 
件 是 可 以 构 作 完 备 的 4 阶 拉丁 方 的 正 交 组 . | 
证 假设 已 给 出 *# 阶 射影 平面 xz。 设 工 是 x 上 的 一 条 线 , Pi 
P, Pe ELER HITA. id x LAE LADERA? 
KS 01， 025 ***5 Q,. 对 每 个 点 P; 324i HU ER 工 之 外 的 通过 P; 的 
n 条 线 用 1,2, n 来 编号 (编号 的 方式 可 任意 ). 特别 地 , 记 O.P; 
的 编号 为 a; 这样 得 出 一 个 在 元 素 1,250.2 ER m X(n 1) RA 
| | A= [a;;] ^ | B 
E G- 1,2, a f=, 2, e+e ni +A). (4.1) 
我 们 说 ，4 的 任 一 X 2 子 阵列 的 到 行 表 出 了 1, 2,…, n 的 全 
部 n? 个 2- 样 品 . 假设 不 然 ， 则 有 i i’, i 7# k» aj Birja B= 
arge OREN Q;P, 一 QwP;, O;P, 一 OpP,,. 这 说 明 QO Beat P; X. 
Pr MA QO 一 L. 这 与 9; 和 Or SERIE L EB BUETE RI. 
所 以 m x (n 十 1) 阵列 4 是 定理 1.3 所 指出 的 那 种 阵列 ， 它 能 产 
生 一 个 由 # 一 1 个 # 阶 拉杆 方 组 成 的 正 交 组， | 
- 反 过 来 , 设 有 定理 13 所 指出 的 那 种 阵列 《4.1). 记 (4.1) 的 2? 
FT FE m 个 “通常 点 Qi» O29 ^ ^ * 5 Ons 再 用 B, P,, -+e Pati 表示 
m+ iS RR, —% R” BL, 通过 “理想 ”点 P; 和 阵列 
(4.1) 中 第 .7 列 元 素 等 于 i 的 那些 行 所 代表 的 “通常 ”点 。 一 条 
“理想 ” 线 工 通过 所 有 ”理想 点 Pis Pa, °° ' Pu. 这 样 我 们 定义 了 
DE m tnt 工 个 点 的 组 态 *。 x 上 每 一 点 正好 在 ” 十 1 条 线 
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上 上 ， 每 条 线 正好 通过 x 上 ”十 1 个 点 。 令 Li 和 Li 是 两 条 “ 通 
TP" KR. Hi vk. 它们 有 了 唯一 公共 点 ,这 一 点 由 (4.1) 式 中 第 1 A 
元 素 等 于 i, 第 列 元 素 等 于 7 的 那 一 行 所 表示 . 令 LG Lo; 
两 条 “通常 " 线 , 且 i 一 ?它们 有 唯一 公共 点 P. “通常” 线 Li; 和 
“理想 ” 线 工 的 唯一 公共 点 也 是 P; 以 上 证 明了 = 满足 (3.2). 4 中 
第 1 第 2 两 列 元 素 分 别 是 (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) 的 4 行 所 表 
示 的 4 点 满足 (3.3). 根据 定理 3 3.2 的 证 明 后 面 的 说 明 , 易 见 x 是 
2 阶 有 有 限 射 影 平面 ， 

定理 4.2。 设 wn 一 yr, 其 中 RH. a REND, 则 必 存 在 
2 阶 有 限 射 影 平 面 . | 

证 ”一 2 时 ， 已 在 前 一 节 最 后 具体 给 出 了 2 阶 射影 平面 . 
n > 3 时 ,本 定理 是 定理 1.2 和 定理 4.1 的 推论 . | 

设 > LEER, d 是 能 整除 ^ 的 最 大 的 平方 数 。， iam nd, 
”并 称 n 为 # 的 无 平方 因 于 部 分 . 如果 4 一 1, 则 称 # 为 无 平方 因 
子 的， 现在 我 们 叙述 关于 有 限 射 影 平 面 的 不 存在 性 的 Bruck-Ryser 
定理 . 

定理 43， 当 ”=1 ix 2¢mod Hs 的 无 平方 因 于 部 分 至 少 
有 一 个 素 因子 p= 3(mod 4) 时 , > FER UBL ERAGE. 

我 们 将 在 第 八 章 中 证 明定 理 4.3 的 推广 . 显然 ,定理 4.3 排除 
了 无 数 种 有 限 射 影 平 面 的 存在 。 例 如 ， 当 ”一 2p，P 是 素数 而 且 
p= 3(mod 4) 时 ,就 不 存在 =” 阶 射影 平面 。 当 然 ， 定理 4.2 和 定理 
4.3 留 下 了 无 数 个 待定 的 > 。 实 际 上 启 今 为 止 , 除了 定理 4.2 ME 
理 4.3 所 指出 的 ”的 那些 值 之 处 ,对 其 余 的 值 non 阶 射 影 平面 的 存 
在 与 否 都 还 是 不 确定 的 .对 此 形成 了 两 种 对 立 观 点 ， 有 人 认为 只 
Hin = p 时 才 存 在 # 阶 射影 平面 ;另外 一 部 分 人 认为 ， 只 要 不 
是 定理 4.3 所 指出 的 x、 就 一 定 存 在 # 阶 射影 平面 ， 确定 2 的 精 
确 范围 是 当今 组 合 数学 中 主要 的 未 解决 的 问题 之 一 ， 第 一 个 未 解 
决 情况 是 x 一 10, 存在 10 阶 射 影 平 面 要 求 构 作 9 个 10 ror 12) 
的 正 交 组 ， 但 还 没有 作 能 作出 3 个 正 交 的 10 HAT. | 
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第 八 章 Ae Wd. 


$1. (b, v, r, k, 2)- Æ | 


我 们 在 这 一 节 引 人 的 组 合 组 态 ， 是 第 七 章 所 讨论 的 有 限 射 影 
平面 的 推广 . XETRA X1»425' * * »X, 的 v-5, X,5;X3,*** X, 
是 和 的 2 个 不 同 的 子 集 ， 假 设 这 些 子 集 满足 下 列 条 件 : 

(1.1) 每 个 X; EX BS AFR, 

(1.2)X 的 每 个 2- 子 集 正 好 是 b 个 集合 Xis Xas ttt’ Xo 中 A 
个 集合 的 子 集 ， | 

(1.3) 3& X v , k fA iE 0 —A.R-—v— 1. 

则 称 这 些 子 集 是 一 个 平衡 不 完全 区 组 设计 . 

在 上 述 平衡 不 完全 区 组 设计 的 定义 中 ,条 件 (1.1) 和 (1.2) 是 基 
本 的 , 条 件 (1.3) 用 来 排除 某 些 退化 情况 。 统 计 学 中 有 一 个 分 支 虽 
做 试验 的 分 析 和 设计 . 平衡 不 完全 区 组 设计 在 这 一 分 支 中 极为 重 
要 . 在 统计 学 中 元 素 称 为 品种 (varictics)， 集 合 称 为 区 组 (blocks)， 
所 以 我 们 分 别 使 用 了 字母 Mb. hx eX, 并 设 * 正 好 属于 2 个 
FRX XX, 中 的 > 个 。 现 考 察 和 的 含 x 的 "一 1 个 2- 
子 集 . (1.1) 和 (1.2) 都 能 用 来 确定 这 v 一 1 个 2- 子 集 在 5 个 集合 
X,, X4, ee’ X, 中 出 现 的 次 数 ， 用 CL.) 算得 这 个 次 数 是 + (一 
1), 用 (1.2) 算 得 2(y 一 1). 所 以 有 

r(k — 1) — 1C» — 1). (1.4) 

上 式 告 诉 我 们 ，* 也 是 平衡 不 完全 区 组 设计 的 一 个 不 变量 . CH 

一 个 元 素 在 子 集 Xi, Xo ceto Xs 中 出 现 的 次 数 , 也 称 重 复数 .由 

于 v 个 元 素 的 每 一 个 的 重复 数 都 是 + ,而 每 个 子 集 X; BEX WER 
子 集 , 所 以 | 

bk = vr. (1.5) 

一 个 平衡 不 完全 区 组 设计 含有 5 个 基本 参数 2, vr RMA, 
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所 以 今后 我 们 把 它 称 为 一 个 (5,v, rr， 下 1)- -组 态 ， 这 5 个 整数 不 
是 互相 无 关 的 ,它们 用 (1.4) 和 (1.5) 式 相 联 系 . 不 过 (1 .4) 和 (1.5) 
式 对 于 存在 一 个 (6,v ,r+ ,Ar)- 组 态 来 讲 并 不 充分 ， BRE. W 
XE RE (8: 2H ARTE TERN b vor, AURI A 的 值 的 精确 范围 是 研究 这 种 组 态 
的 中 心间 题 。 这 个 问题 当然 没有 完全 解决 ,而 它 的 某 些 特殊 情形 
就 其 本 身 来 讲 是 十 分 重要 的 , 
现 设 
A = [a;;] (i = 1,2, °°, 35 fm1,2,°+*, 0) (1.6) 
是 (by of R54) EAS BU HABE .- ttj Uo. Af bXv 的 (0， 1)- 
FRE, I4 x€ Xj. az 015 Bay 0. H (bav 75k, 22-28 
态 的 基本 性 质 可 以 推出 
| | AJ — RJ, (1.7) 
ATA = (r+ — 3)l + AJ. (1.8) 
这 里 4T 是 4 的 转 置 , ] 是 元 素 全 是 1 的 > 阶 方 阵 ，7 是 元 素 全 是 
1 的 & Xv 矩阵 ,IT 是 v 阶 单位 方 阵 . 反 过 来 , 如 果 ik < o— 
1, 而 4 是 满足 (1.7) 和 (1.8) 式 的 b Xv 的 (0,1)- 和 矩阵 , 则 一 定 存 在 
(4,v，r ,此 ，4)- 组 态 , 它 的 关联 和 矩阵 等 于 4. 
加 果 我 们 把 一 个 (0,1)- 和 矩阵 中 的 1 改 成 0 ,0 改 成 1, 这 样 得 
到 的 新 (0,1)- 和 矩阵 称 为 原 矩 阵 的 补 。 车 4 是 一 个 Gov, rs ks 4)- 
组 态 的 关联 矩阵 , A’ 是 4 的 补 ， 不 难 验 证 , 4' 满足 
AJ= &J; (1.9) 
ATA = (r' — aI +a’). (1.10) 
XH r =h r, k =v—k, l —b—2r t à. 再 用 (10 和 
(1.5) 可 得 — r)(e — & — 1) 一 Xv — 1). RU, WRIA, 
kv — i Wok 二 wv — 1. 也 就 是 说 ,A4' 定义 了 一 个 (6,v， 
r.k.A)-Hoh. 我 们 把 A PE RH O, vsr’, ko V-ARR 
为 ABE XLES. (o, vr. R2) TREAT. 
d Ay, Az 是 两 个 (5, Ys Tsk, 4)- 组 态 的 关联 矩阵 . 如果 有 
b 阶 置换 方 阵 P 和 v 阶 置换 方 阵 8 , 使 
A, = PA: (1.11) 
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成 立 , 则 称 这 两 个 组 态 是 同 构 的 。 对 于 取 定 的 一 组 参数 5，v,r ,， 
AK, AMR (65 vors 4k，2)- 组 态 可 以 不 加 区 别 , 因为 同 构 的 两 
个 组 态 只 是 元 素 了 以 及 子 集 的 标号 不 同 而 已 . 

KK FORTHE TT PRG, vsr, ks 1) - TRASH J 
FR. 这 点 可 用 下 述 定理 来 说 明 , 它 使 用 关联 矩阵 导出 Fisher 的 
一 个 不 等 式 。 

定理 1]. (2,v,r, k, 20-3HdS —ÓEH b v 

证 UR ASE (6, vsr, 1)- 组 态 的 关联 和 矩阵. WA bX» 
89(0,1)-2BBE. WME 一 5, 我 们 可 以 添加 v 一 5 行 0 到 4 上 , 得 
到 一 个 2 阶 (0.1)- 方 阵 A*. 这 时 4* 一定 满足 | 

AT 4A* = (r= DI HAJ — (1.12) 
我 们 现在 用 两 种 方法 计算 detCA*74*). 一 方面 , 由 于 4* 有 一 行 
全 为 0, 所 以 det A*74*) = det(A*7)det(A*) —0. BAM, v 
阶 方 阵 (+ 一 2)7 + AJ. 的 主 对 角 线 上 是 + ,其余 地方 都 是 +， 不 
难 算出 
det((r — 4)1 + AJ) = (r + (v — 1)1)(r 一 n Om 
所 以 detCA4*74*) #0. RUE UI BB b < v, 即 一 定 有 2 之”- 

根据 (1.4) 和 (1.5), 当 k = 2, à- ] 时 ,一 个 (^; Vs f3 f A)- 
组 态 有 一 vv 一 1)/2，r+ =v MARMASSE A v- 集 
的 所 有 2- 子 集 的 集合 . 太一 3, 1 一 工时 组 态 的 意义 更 大 , 设 X 是 
v-v 宇 3。 所 谓 一 个 v 阶 Steiner 三 连 系 ， 是 指 和 的 一 些 3- 子 
集 ( 或 称 三 连 ) 的 集合 , 它 使 X 的 每 个 2- 子 集 正好 是 一 个 三 连 的 子 
5. 下 面 分 别 列举 了 阶 数 是 3, 7, 9 的 Steiner ZEA. 

(一 3) {1,2,3}. 

(v = 7) {1,2,4},{2,3,5}, (3, 45 6), (4, 5, ,7}, 

{5, 6, 1}, {6,7,2}, 0, 1, 3}. 

(v = 9) {1, 2, 3}, (4,5, 6), (7, 8,91; 

{1, 4, 7}, {2555 8}, {35 6, 9}; 
{1, 5,9}, {2, 6, 7}, {35 4, 8); 
{1, 6,8}, {2,4, 91, {3, 5. 7}. 
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注意 到 7 阶 Steiner 三 连 系 正 是 上 一 章 提 到 的 2 阶 射 影 平 面 . 易 见 
BYR v > 3:AY Steiner. 三 连 系 就 是 k=3,4=1 时 的 (or， k» 
1)- 组 态 。 因 此 由 (1.4) 和 (1.5) 式 可 得 
20552 pb (v — 1)/6, r= (v — 1)/2. a. 14) 

— 14) 式 ,一 个 Steiner ZEAK o S 3, v = 1 W 3(mod6), 
对 所 有 这 些 v 的 值 , > Br Steiner 三 连 系 都 已 作出 . Reiss 早 在 1859 
年 就 进行 了 这 种 构 作 , 以 后 又 继续 得 到 许多 进一步 的 结果 . Bes 
3,7,9 时 , 三 连 系 是 唯一 的 . 有 2 个 13 阶 三 连 系 , 有 80 个 15 Br 
SHEAR. 当 ”> 05 时 , 还 不 知道 究竟 有 多 少 个 ” 阶 三 连 系 。 这 里 
我 们 只 提出 下 述 初 等 构 作 . 

定理 1.2, 如 果 分 别 有 v, 阶 和 va BEES Steiner TER S 和 S 
则 有 v.v, 阶 的 Steiner =ZER S. | 

证 RIER Si 和 5; rig xk RUE v,- (2521; "tt T 
和 vR tá. bas ttt. b, i 的 3- 子 集 . 我 们 作 一 个 002- 集 ,其 元 素 
39 c 1,2, 534m 1,2, 7*7. 03); 同时 规定 当 14cs ,cj;， 
eu) 符合 以 下 三 种 情况 之 一 时 方 属于 S: (Dr = s =t, {ais ajs 
ar} ES (2)2 = j = h {brb ode} € $4, (3) (aj5a55a4] € Sis {b,b 
b, € $,.. 不 难 验 证 如 此 定义 的 5 确实 是 viv; 阶 的 Steiner 三 连 系 ， 
S 中 形 如 lea: Ch» Cit 的 三 连 的 集合 与 Si 同 构 ; Ehu {cir Cu? 
cu) 的 三 连 的 集合 与 5 H. | 

设 > 是 非 负 整数 ， 一 个 阶 数 em 6n 3 的 Steiner ,三 连 系 如 
果 再 满足 下 述 附 加 条 件 ,就 称 为 一 个 阶 数 v = On + 3 的 Kirkman 
三 连 系 。 附 加 条 件 是 : 这 个 Steiner ZERE b 一 Qa 十 D(3z 十 
1) 个 三 连 的 集合 可 以 划分 成 3 十 1 部 份 ， 每 部 份 都 含有 2r 十 1 
个 三 连 ， 而 且 " = 6n 十 3 个 元 素 中 的 每 一 个 在 以 上 32 十 1 部 份 
中 正好 出 现 一 次 。 3 Bt Steiner 三 连 系 是 退化 的 ， 即 ”一 0 时 的 
Kirkman 三 连 系 ， 前 面 列 出 的 9 阶 Steiner 三 连 系 是 ”一 1 时 的 
Kirkman 三 连 系 .这 时 12 个 三 连 划 分 成 四 部 分 , 这 四 部 分 就 是 前 
面 列 出 的 4 行 。 易 见 9 个 元 素 中 的 每 一 个 在 每 一 行 中 正好 出 现 一 
R. | | | 
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Kirkman 的 著名 的 15 名 女生 问题 可 以 陈述 如 下 : 一 位 教员 
每 天 组 织 她 班 上 的 15 名 女生 散步 。 散步 时 女生 排 成 5 行 ,每 行 3 
人 :使 每 个 女生 有 两 个 同伴 ， 问 能 否 连续 组 织 7 次 散步 ,使 每 2 名 
女生 至 多 只 有 一 次 排 在 同一 行 2 这 个 问题 等 价 于 构 作 一 个 ”一 2 
时 的 Kirkman 三 连 系 . 下 列 三 连 系 就 是 : 
{1,2,5}, {3,14,15}, (4,6,12), (7,8,11), {9, 10,13), 
{1,3,9}, {2,8,15}, (411,13), (5,12,14}, (6,7,10), 
{1,4,15}, {2,9,11}, (3,10,12), {5,7,13}, (6,8,14), 
{1,6,11}, {2,7,12}, {3,8,13}, (49,14), (5,10,15), 
{1,8,10}, {2,13,14}, (3, 4,7), (56,9), {11,12,15}, 
{1,7,14}, {2,4,10}, {3,5,11}, (6,13,15), (8,9, 12), 
{1,12, 13}, (2,3,6}, (4,58), {7,9,15}, {10,11,14}. 


$ 2. (v, k, A)-i825 


i x EX Xis 32» * ** 5 x 的 v- 集 ， Xis X35 777» X, 是 X 
的 子 集 ， 如 果 这 些 子 集 满足 下 列 条 件 : | 


fg X; EXTR, | Q.1) 

is PB Xx, 都 是 X 的 4- 子 集 ， (2.2) 

EM, kh LR 0 二 4 二 二 v 一 1. (2.3) 

则 称 这 些 子 集 为 一 个 《v,, 20-88. | 
设 

A = [a;;] G,7=1,2,-°°5 v) (2.4) 


Æ (v, bs 2)- 组 态 的 关联 和 矩阵 , 则 4 是 ” 阶 (0,1) - 方 阵 .。 同时 由 
(2.1) fd (2.2) 可 得 
AAT = B = (& — 3)l +2). (2.5) 

这 里 47 是 4 的 转 置 ，J 是 元 素 全 是 1 的 v 阶 方 阵 , I 是 v 阶 单位 
FB. 反 过 来 ;如果 0 一 4 二 二 v 一 1, 而 4 是 满足 (2.5) 的 v 阶 
(0,1)- 方 阵 ， 则 一 定 存在 (v，, 太 ,4)- 组 态 , 它 的 关联 和 矩阵 等 于 A. 

如 果 一 个 元 素 是 实数 的 方 阵 M 满 足 MM = MTM , 则 称 是 
正规 方 阵 。 我 们 有 如 下 结果 ， | | 
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定理 2.1. (v 3 k,4)- A ARIK RS A EERI. 从 而 有 


AAT = ATA = B. (2.6) 
证 RARE (o. k. 4)- 组 态 的 关联 和 矩阵。 h (1.13) 可 知 
det(B) = + (Cv — 12) — 1577. (2.7) 


因此 del AAT) =det(4 )detCAT) — det(B) Æ 0, 从 而 deld) #0, 
记 4 的 北方 阵 为 AT, AFAJ = kJ Am KJ. BINE 
有 


AAT] = BJ = (hk— i+ 40) (2.8) 
和 
OA] (Rk—1+ Ak. (2.9) 
对 (2.9) 式 两 边 取 转 置 后 得 到 
JA = (k — h t kK. (2.10) 
所 以 | 
JAJ = (k — A + AR VJ. (2.11) 
但 又 有 
JAJ — kvJ, (2.12) 
所 以 由 (2.11),(2.12) 得 到 
k-AmBP— do. (2.13) 
把 (2.13) 代 人 到 (2.10) 中 后 得 到 
JA — kJ. | (2.14) 
最 后 可 计算 出 
ATA = A71(447)A = ABA — (KR— 1)1 + A47JA 
-(k—2lri-B. /— (2.15) 
定理 证 毕 . | 


定理 22. — (o ,&,A)- “组 态 等 价 于 一 个 当 b =v, 一 UN 
AY C^, LEER. ks À)- -组 态 ， 
证 这 是 定理 ?1 的 直接 推论 ， 


~ 


RR IS CHOR RCPS SA SA EST, 本 章 余下 的 
部 分 就 来 研究 这 种 组 态 ， 
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定理 23， 一 个 = 阶 有 限 射影 平面 等 价 于 一 个 人 参数" 一刀 十 
n+ 1,k =n +1 = 1H (7,5, 2)-H f. 

证 这 是 第 七 章 $ 3 的 结论 和 本 章 定理 2.1 的 推论 ， 

在 第 七 章 里 ,我 们 证 明了 n = 如 阶 射影 平面 的 存在 ,这 里 
ERA a 是 正 整 数 . 我 们 也 指出 ,人 迄今 为 止 能 构 作 的 也 只 有 这 种 
阶 是 素数 血 的 有 限 射 影 平面 ， 还 知道 阶 等 于 2, 3, 4, 5, 7 或 8 的 
射影 平面 是 唯一 的 . 但 不 知道 当 m 二 8, n= p* 时 4# 阶 射影 平面 
的 个 数 . | B | 

我 们 现在 研究 男 一 类 重要 的 (v，,, 10-3. AL, FSA 
Hadamard 矩阵 的 概念 。 所 谓 n Bt Hadamard 矩阵 H, 是 指 一 个 " 
Broke H.W 的 元 素 是 十 1 或 一 1, 同时 H 还 满足 方程 Á 

| HH! — sl, (2.16) 
ZE H 是 互 的 转 置 ,7 是 二 阶 单位 方 阵 . 由 (2.16) 易 得 


de CH) 的 绝对 值 一 二 。 (0 Qa 
我 们 顺便 指出 ，Hadamard 和 矩阵 是 从 下 列 问题 中 很 自然 地 产生 的 : 
如 果 一 个 方 阵 的 元 素 都 是 绝对 值 不 超过 1 的 实数 , 则 著名 的 Hada- 
mad 不 等 式 断 言 这 个 方 阵 的 行列 式 的 绝对 值 不 超过 si. 而 且 还 


可 以 证 明 , 当 和 且 仅 当 方 阵 是 Hadamard 和 矩阵 时 才 达 到 7 
由 矩阵 方程 (2.16) 可 知 ,及 的 逆 方 阵 是 
H =» "'H’, i (2.18) 

PMA H — EE ERS ; E 

HH" = HTH = nl. (2.19) 
如 果 我 们 用 一 1 3 Hadamard 和 矩阵 的 某 一 行 或 某 一 列 , 则 仍 得 'Ha- 
damard 和 矩阵。 因此, 我们 总 可 以 通过 这 种 方法 使 一 个 Hadamard 48 
阵 的 第 1 行 和 第 1 SAE 十 1. 这 种 Hadamard FAM BRA PAIS AL 
的 。 1 Bb. 2 阶 的 规范 化 Hadamard 和 矩阵 是 | 


| oal 
ny, [1 1|. 
对 于 阶 数 5 > 3 的 规范 化 Hadamard E, BE (2.16), 可知 每 一 
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行 上 十 1 和 一 1 各 一 半 , 因此 可 以 作 列 的 置换 ， 使 第 二 行 上 前 一 一 
个 元 素 是 二 1， 后 一 2 个 元 素 是 —1. 记 第 3 行 上 前 = 个 位 置 中 


有 上 个 十 1， 个 人 和 有 # 个 十 1， 同 样 根 据 〈2.16》 可 得 


21 十 2r = nie — 21 = 0, BU n 一 4:。 这 表明 Hadamard 7E 
阵 的 阶 数 > 一定 是 1,2 E n = 0(mod 4). 

人 们 猜想 所 有 阶 数 a = 0Cmod 4) RS Hadamard 矩阵 都 存在 .为 
了 构 作 这 种 矩阵 , 提出 了 不 少 有 效 的 方法 .例如 ,对 > 一 0(mod4)， 
同时 > < 200 的 所 有 " Br Hadamard 矩阵 , 除 n = 116,156,168 外 
都 已 作出 "， 以 下 我 们 只 讲 一 种 很 简单 的 构 作 方法 . 

设 4 = lanl E L [= [al 分 别 是 # 阶 和 ww 阶 方 阵 ， 它 们 的 
TOR PEER FI, RATE M nn’ 阶 方 阵 
: EE | aA’ anã’ *** aus d 
GA’ and +++ ass A’ 


AXA = (2.20) 


| | "mv tnd cee m. 
AAR A’ OBR, 

定理 2.4. IAM Hadamard 年 阵 的 直 积 仍 是 Hadamard 46. 

和 证 RAM A 分 别 是 2 阶 和 >” 阶 Hadamard JEE. 我 们 可 
以 直接 检验 互 x H 的 行 的 内 积 确实 满足 Hadamard 矩阵 的 条 件 ， 
也 可 以 利用 直 积 运算 的 一 些 性 质 作 如 下 推导 : 

(Ax H'Y(H x H’) = (H x A’) x HD. 
一 HHT X HHT = nl, X nl = nnl,» (2.21) 

这 里 1, 1, MIs DINE” Bt» n RAM nn 阶 单位 方 阵 . 注意 到 
根据 这 个 定理 ， 我 们 已 证 明了 所 有 阶 数 # = 2* 的 : Hadamard 年 阵 
都 一 定 存在 . 

我 们 现在 来 建立 Hadamard ABBA (v; k> 1)- 组 态 之 间 的 联 


1) 现 116 和 156 Jr. Hadamard 矩阵 已 作出 ， —— gx 
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5. 

定理 Z5. 一 个 阶 数 n = 4:28 的 规范 化 Hadamard OMS 
价 于 一 个 参数 为 z= 4t — 1, k = 2: — 1,2 = z: — 19 (v, 4,2)- 

证 ” 设 瑟 是 一 个 二 阶 规范 化 Hadamard ERE, n = 4228. R 
MEARNS 1 行 和 第 直列， 再 在 余下 的 ”一 工 阶 方 阵 中 把 一 1 
都 换 成 0。 这 样 得 出 一 个 vz 阶 (0,1)- 和 矩阵 4,v 一 42 一 1. HFH 
是 规范 化 Hadamard 464, Bt EA A —5E ips AE 

AAT =l + 0 — 1). (2.22) 

Ama4k—4250050-—4:—1,4—2:—1, 14 —:—18B8JCv, 
k, AJ)- HUS KERE. DA ESETibubER RIBUS. BAM — TS 
ROH v = 4t — 1,k = 2t — 1,4 = : — 19 Co, k,2) -组 态 的 关联 
和 矩阵 4 出 发 ,也 可 以 构 作 一 个 x = 4: 阶 的 规范 化 Hadamard HPE. 

BR v = 4t — 1, k —2:7—1, 14 —t— 1 Bg (vsk, 2)-7H 
AXBUSHE—T S308 v —4:— 1, k = 2t, M — r H Ceka) 
SAAS. 我 们 把 这 两 种 组 态 都 称 作 Hadamard 组 态 。 可 以 指出 一 个 
有 意义 的 事实 : v =7, k =3, 1 =] H (v, k, 1)- 组 态 在 这 里 起 
着 特殊 的 作用 ， 它 同时 是 Steiner 三 连 系 、 有 限 射影 平面 和 Hada- 
mard 组 态 . | m 


$3. 一 个 不 存在 定理 

我 们 先 作 一 些 准 备 性 的 说 明 . 设 5 一 [sj] MS 一 [s] BE 
元 素 在 域 了 中 的 # 阶 对 称 方 阵 ， 如 果 存 在 域 上 的 +# 阶 可 逆 方 阵 
P, 使 

P'SP= S’, (3.1) 

其 中 Pr 是 P 的 转 置 , 则 我 们 称 S 和 S 在 F 上 相合 , 记 为 5 一 5. 
容易 验证 方 阵 的 相合 是 一 种 等 价 关系 。 即 相合 关系 满足 8 一 S; 
SsBms-—ss-sms-—s*ZdBs-s*. 

A S 一 [5] JR F LR ^ EHE ER X 
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f= fC, X2» *'*» Xn) = > XS 5 jXj (3.2) 


. i,j 71 

是 未 定 元 roro, AJAR. RII 1 为 方 阵 5 的 二 次 型 . 
FS [5] 是 域 F 上 的 另 一 个 4# 阶 对 称 方 阵 ,而 且 在 F .上 Sos’, 
则 有 F 上 的 非 寞 方 阵 P= [pi;] 9 使 PTSP - S, 现在 设 y:;»93»'" ^» 
ys 是 另 一 组 未 定 元 ,而 且 有 


s - 2 Pa G — 1,2,--:,9). (3.3) 
HF PARP = Q ~ [gw], 则 (3.3) 式 等 价 于 | 
y; = >) dti G — 1,2, ***,£). (3.4) 


j-1 


如 果 我 们 把 (3.3) 代 人 (3.2)， 则 得 未 定 元 yi» Y29 °° ° os Ya 的 一 个 二 
RA F. PARR | 
f = fOr Yar ***» ys) 一 2j Yisili- (3.5) 


也 就 是 说 , PROBS 的 二 次 型 . 称 二 次 型 ff 和 六 在 F 上 相合 . 
由 以 上 记号 可 知 , 如 果 xi. x20 ccc xL 是 F 中 任意 ”个 元 素 , TH 


Yim De aust (6 = 1,2,:::.,2); (3.6) 
则 在 中 等 式 | 
fi; 325 77» x,) 一 ACT yi cers ys) (3.7) 
REIL. TR. WR yr, yi» *5 yz 是 已 中 任意 个 元 素 , 而 且 
x7 = >) piv? G = 1,2, ey). (3.8) 
RÆ Fh | 
flets 7a eea xn) m FOT yZ tta ya) (3.9) 
ERY. 


假设 4 和 AC SERF LA NA r PH. 我 们 定义 
n + n Br 
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4+4 |^ | (3.10) 
+ 0 A’ 


为 4 和 4 WAR. EAR 0 表示 元 素 全 是 OWE. 如果 
S= S, $7 Sig 
jul E Ti, | 
54-5, — S485. (3.11) 
方 阵 相合 理论 的 复杂 性 在 很 大 程度 上 取决 于 所 在 的 域 的 性 质 . 
Sylvester 的 经 典 工 作 解 决 了 实数 域 上 的 方 阵 相 合 问题 ,这 时 并 不 特 
别 困难 . 但 有 理 数 域 的 情形 要 复杂 得 多 ， 因 为 这 时 所 论 问题 与 数 
论 的 很 多 深刻 问题 密切 相关 .我 们 现在 对 有 理 数 域 上 的 相合 作 少 
许 初等 说 明 . 
设 mw 是 正 整 狼 , 根据 Lagrange 定理 ， m UTRA 4 个 整数 t» 
03» Azo G4 的 平方 和 
1 一 十 2 十 cd 十 di | (3.12) 
对 我 们 的 讨论 来 讲 ,只 要 知道 这 4 TREA EARB T. H 1。 记 
” 阶 单位 方 阵 ， 定义 BEDS 


H = M E m a; | (3.13) 
根据 (3.12), 由 直接 计算 可 得 
|. HH! = ml, ` (3.14) 
所 以 在 有 理 数 域 上 有 
| ml, 一 I. | (3.15) 
根据 (3.11), 由 此 可 得 | 
对 所 有 n = 0(mod 4) RA. 


我 们 回 到 关于 (v，,, 4)- 组 态 的 讨论 . 这 种 组 态 的 研究 的 中 
心 问题 是 确定 使 组 态 存在 的 vx， 和 4 的 值 的 精确 范围 。 按照 定 
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义 ，p 4 4 是 满足 0 二 4 二 二 vv 一 1 的 整数 . 同时 ,出 《2.13) 式 
a An 
k — 4 = kh? — do, (3.17) 
ERE (v.i. )-BAPEDGZERE. 当 我 们 讨论 Co» k 
1)- 组 态 的 存在 时 ， 总 假定 其 参数 ",《，12 满足 这 些 必要 条 件 ， 下 
述 定理 给 出 另 一 个 必要 条 件 。 此 外 就 不 知道 再 有 其 它 必 要 条 件 。 
所 以 人 们 猜想 ， 除 下 述 定理 所 特别 排除 的 情形 外 ， 对 所 有 其 余 的 
vk, A BUR S Qo, ks 1)- RS MEE. 

定理 3.1. iz v. kya 是 整数 ， 而 且 存 在 一 个 (v, ks 1)- 组 态 ， 
MH o 是 偶数 时 ， 一 à 一 定 是 平方 数 ; 当 v 是 奇数 时 ， 下 面 的 
Diophantine 方程 


x? = (k — 2) + (1) — (3.18) 
UA x. yoz 的 不 全 为 零 的 整数 解 . 
证 设 4 是 所 设 (o. ,2)- 组 态 的 关联 矩阵 ， 则 (2.5) 断言 
AA = B = (k — 2) +l. | (49) 
再 根据 (2.7) 和 (3.17) 可 得 | 
(det(4))? = det(B) = - — 1)". (3.20) 


FUA RR 一 A) 是 平方 数 . MR 是 偶数 ， 则 由 此 可 知 克 一 4 
必 为 平方 数 . 定理 的 前 半 部 分 得 证 . . 
如 果 v 是 奇数 。 由 (3.19) 式 可 知 ， 在 有 理 数 域 上 = 


B =], (3.21) 
我 们 先 讨 论 vz 1(mod 4) 的 情形 .由 (3.11) 和 (3.16) 可 得 
B —( — 2,43 h. (3.22) 


上 式 也 可 以 用 二 次 型 表 出 : | 
Ch — 1) Gd m xi Rt e x) AC HR xi tee + xuY 
= R Git y tee 6x. (3.23) 
这 里 ; 
x; = payi F paya + cot b pays (6 0,2, 77: v), 24) 
KEP = [pi] 是 非 奇 异 的 有 理 数 方 阵 .在 (3.24) 式 中 ,如 果 pu 天 
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1, WS x, 一 y; 如果 pu = 1, WE x, — y. 因此 总 有 关系 式 
x yi 和 
Yı = eua cb ey dtd ey (3.25) 
ARUBe.6 ,es 是 有 理 数 . 由 (3.24) 和 (3.25) 可 得 x; = Payat 
pis 十 … F poyv 其 中 benc P, 是 有 理 数 . 同样 ， 如 果 
pÆ l, RS r = ya: 如 果 p 1, K+ X3 ™™ — Ja. 因此 总 又 有 关 
RA x = yi A | 
ya = hys + fiya Fees o ey» (3.26) 
其 中 六 fho fe 仍 是 有 理 数 . 我 们 可 以 继续 这 样 做 下 去 ， 直到 
得 出 
| Jo-a 一 £e-AYea 十 gos» (3.27) 
其 中 ga ge EAER. H 24) 和 已 得 的 各 关系 式 ， 我 们 得 到 
Xoa = doy oi E qsyv， 其 中 qoo qe 是 有 理 数 。 最 后 ， 如 令 
X, 7 Yo- 则 给 出 关系 式 x23 yo 和 yo m ^y, A, 
是 有 理 数 . 直到 现在 , 我 们 没有 确定 ye HH. Mey, 为 一 非 零 
ABO W ysis Ys-22 °t’ 可 由 前 面 的 各 个 关系 式 顺 次 唯一 确 
定 ， 再 由 (3.24) 又 可 以 唯一 确定 X15 33» ^7, X,. MA x; Ji 一 
12,:,» —1). 我们 把 这 些 有 理 数 代 人 (3.23) 后 即 得 
(k — A)r FAG x; boob x = yas (3.28) 
这 证 明了 当 v = 1(mod 4) 时 定理 成 立 ， 
再 讨论 " 一 3 (mod 4) 的 情形 。 这 时 只 需 把 前 面 所 作 的 论证 
稍 加 变动 。 由 (3.21),(3.11) 和 (3.16) 可 得 
Bl-—(-—2La. (3.29) 
上 式 可 用 二 次 型 表 出 : 
(一 12)( 好 十 好 十 .十 22) 十 和 后 十 2 
十 … bx)? + xii 
= (Rk m "ICT EN yi tees t+ Yeas) > | (3.30) 
这 里 
x; payi F Pay Ft? E Pose 
G —1,2,:-:, v 1), (3.31) 
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HEP’ = [p] 是 非 奇 异 的 有 理 数 方 阵 . 和 前 面 一 样 ,我 们 令 n 
t, 并 得 关系 式 


yi = ea esys + tot 十 ceases (3.32) 

其 中 es E33 ..*3 Cots 是 有 理 数 . Be x; yi 又 得 关系 式 
y2 = fy + fiye t e + foriy r+ (3.33) 
其 中 fis fo tots fon 是 有 理 数 . 我 们 继续 这 样 做 下 去 ， 直 到 得 出 
Vow 一 Boe 十 Sess e419 (3.34) 


其 中 go, en ESER. 由 (3.31) 式 和 已 得 各 关系 式 ， 我 们 得 到 
X, = doy» EN det) o4» 其 中 qv» qor 是 有 理 数 . 最 后 ， 如 令 X,— 
ty» 则 给 出 关系 式 Ye hay ei 这 里 hy 是 有 理 数 . 令 MES 
A— FES AER, 则 yo» Yo- °° ^ » A 和 xis Xas t5 Tots 可 由 前 
述 各 关系 式 唯一 确定 :而且 好 一 3 一 1，2，…，0)， 我 们 把 这 
些 有 理 数 代 和 人 (3.30) 式 后 即 得 
ACx, bates ob x b xac (k 一 À)yv» (3.35) 
而 这 又 证 明了 当 v = 3(mod 4) 时 定理 成 立 ， 
ik 4 和 m 都 是 非 零 整数 。 而 且 Ae aR. 如 果 同 余 式 x 三 
a(mod m) 有 解 , 则 称 “是 的 二 次 剩余 ;如果 x? = a (mod m) 无 
解 , 则 称 是 mw 的 二 次 非 剩余 . 设 a, b,c BETTER. HRE 
们 都 是 无 平方 因子 的 ,两 两 互 素 ,而 且 符 号 不 全 一 样 ， 对 满足 这 些 
条 件 的 asb, co 我 们 把 Diophantine 方程 
ax? + by? + cze = 0 : (3.36) 
BRA Legendre 方程 .Legendre 的 一 个 经 典 定理 断言 , 方程 (3.36) 有 
x» y» 2 的 不 全 为 零 的 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 -bc ,一 ac ,一 a2 分 
Bl ab, ce 的 二 次 剩余 . 这 个 定理 的 必要 性 很 明显 .如 设 (3.36) 
有 r ys z 的 一 个 非 零 整数 解 , 则 可 不 妨 假定 这 3 个 整数 没有 素 公 
因子 .由 此 可 知 , 若 有 素数 pla N phe BOBS ple 的 话 , 则 ply， 
plax^, 从 而 ple, 这 与 假定 和 矛盾， 所 以 从 (3.36) 可 得 出 (ps tyr 
—bc(moda). 另外 两 个 必要 条 件 可 相仿 得 出 .Legendre 定理 的 本 
质 部 分 在 于 指出 这 些 必 要 条 件 也 是 充分 的 . 这 个 结论 远 不 是 明显 
的 . 
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不 难 把 方程 (3.18) 变 成 Legendre HH. HBA — AMA H 
无 平方 因子 部 分 为 一 4)' Ras HS kay 和 的 最 大 公 
因子 为 4, 则 方程 (3.18) 对 ，y，。+ 有 一 组 非 堆 整 数 解 , 当 且 仅 当 方 
程 . 


io Y y (C05 (3.37) 


对 z, y 2 有 一 "m" 而 方程 (3.37) 是 一 个 Legendre 7j 
程 。 所 以 ,如 果 v 是 奇数 而 且 存 在 一 个 \p，,A， 4)- 组 态 , 则 下 列 三 
个 数 


《一 FRED, (— De zt » (&—A) (3.38) 


应 分 别 是 4,(% 一 2/4. V/A 的 二 次 剩余 .在 很 多 重要 的 (v ,不 ， 
1)- 组 态 中 ， v 是 奇数 并 且 ks À ES. 所 以 在 这 种 组 态 中 ， k—4À sÀ 
HX. Mi 4 一 1. 对 这 种 组 态 来 说 ， 上 述 第 一 个 必要 条 件 显然 
能 满足 ， 不 难 验证 第 三 个 必要 条 件 也 能 满足 ， 因 为 我 们 总 有 等 式 
k= (k— i) tiv, BA — A JE A RU DOR Ss. Hit Al 
(Kk a 一 定 是 % 的 二 次 剩余 ， 所以。 对 于 v RAAH kA E 
RKE sks D-EK, 定理 3.1 指 出 了 这 种 (v，,*, 4)- 组 态 存 


在 的 必要 条 件 为 (一 1) T à (c 一 2)’ 的 二 次 剩余 

我 们 现在 已 经 作 好 了 证 明 第 七 章 定理 4.3 的 准备 . 

定理 3.2， 当 ”一 1 或 2(mod 4), 而 且 ” 的 无 平方 因子 部 分 
至 少 有 一 个 素 因子 p= 3(mod 4) 时 , * 阶 有 限 射 影 平面 不 存在 . 

证 一 个 * 阶 有 限 射影 平面 是 一 个 参数 v =m tat Lk 

n 十 l, à = 1 的 C? k> 12-985. 这 时 "是 奇数 并 且 ks A ER. 
n = 1 或 2(mod4) ZR 7 - 是 奇数 . 因此 ,如 果 ” 阶 射影 平面 
存在 , 则 一 1 应 是 的 二 次 剩余 . 但 由 初等 数论 可 知 , 一 1 是 素数 
p = 3(mod 4) 的 二 次 非 剩余 . 


人 们 猜想 所 有 阶 数 n = 0(mod 4) 的 Hadamard 和 矩阵 都 存在 . 
这 里 我 们 不 能 期 望 定理 3.1 会 进一步 指出 哪些 Hadamard AAA 
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存在 .因为 Hadamard 组 态 的 参数 vz -—4:—1,.k2(— 1, 4 一 
t— 1; Ro =p — 1, k m 22, A =e, 对 应 于 这 些 参数 的 Dio- 
phantine dd (3.18) 是 

= ty? — (¢ e 5x m ry o (3.39) 
第 一 AJ E x= y= z = l1; 第 二 个 方程 有 解 * 一 0, y= 


z=], 


§ 4. 矩阵 方程 AAT = B 


我 们 在 这 一 节 研 究 矩 阵 方程 447 一 3。 在 以 下 的 讨论 中 ,4 
是 v 阶 有 理 数 方 阵 ， AT EARE. vr MAR BAF 
B = (k— a)i +a] (4.1) 
所 定义 .在 (4.1) 中 ， 了 和 J 分 别 是 vz ALAM v 阶 元 素 全 是 
1 的 方 阵 . 我们 还 假设 整数 和 和 1 满足 0 二 4 二 《二 vv 一 1 和 


k-i = ŘP -—av. (4.2) 
我 们 先 证 明 下 述 定 理 . 
定理 41。， 设 4 是 有 理 数 方 阵 , 而 且 AA? = B, Wu 
ATA = (& — 91 + i44. (4.3) 
证 2E $2 RNC BEER. RNB 
pte tp dg (4.4) 


k—A RR iy? 
21H. 事实 上 ， 如 将 (4.4) RIE BERA (4.1). 的 右边 ,利用 
a. 2) 即 得 BBO 一 1. ER AAT =B, N) ACATB^7) — 1. 由 于 
矩阵 与 它 的 逆 和 矩阵 起 靶 可 交换 , 故 得 


| (47B^)A = I, (4.5) 
将 (4.4) 式 代 人 (4.5) 式 ,得 | | 
| T 1 _ å LL - | 
4 "E I EEE J) 4 I, (4.6) 
从 而 | 
7 dac DI + i4 (4.7) 
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定理 4.1 有 若干 有 意义 的 推论 . 设 4 的 第 i TESA sis 
第 i 列 元 素 的 平方 和 为 u. 我 们 可 直接 算出 
ATI A = [ss;] G,ji-71,2,--:,v). (4.8) 
因此 从 定理 4.1 可 得 
人 一 23 十 有 (一 1) G-—1012,---,v). (49) 
我 们 再 看 一 种 情况 。 如 果 4 是 有 理 数 方 阵 ，447 = B, 而 且 
J4 = kJ N] AA = B. 这 了 辣 样 是 定理 4.1 的 直接 推论 。 人 们 对 


有 理 数 域 上 的 相合 关系 B 二 1 进行 了 广泛 的 研究 , 这 里 我 们 无 法 
详细 义 述 这 些 研究 。 我 们 仅仅 指出 ， 除 挤 那 些 不 满足 定理 3.1 所 


述 的 必要 条 件 的 v. ko 4 的 值 外 ,在 有 理 数 域 上 一 定 有 B 一 1. 另 


Sh, 如 果 在 有 理 数 域 上 有 B 一 1, 则 一 定 存在 满足 AAT 一 ATA= 
B 的 有 理 数 方 阵 4。 这 些 问 题 的 本 身 都 是 很 值得 研究 的 , 不 过 由 
此 并 没有 揭示 任何 有 关 〈v, ks ?7)- 组 态 的 不 存在 情况 的 新 结果 . 

研究 整数 方 阵 4 的 矩阵 方程 447 一 B 是 很 自然 的 .。 我 们 先 
从 简单 的 讨论 开始 。 ARH, AAT = ATA = B, WA 
或 -4 一 定 是 (v ,4)- 组 态 的 关联 矩阵 。 因为 从 ATA = B 可 得 
H z = k, BA 4.9) RXTE Pm, uk RI HR 
成 立 ， 则 4 的 第 i 列 上 的 元 素 一 定 是 0 或 1; WR mk 和 4 一 
—k, 则 4 的 第 i 列 元 素 是 0 或 一 1。B 的 每 个 不 在 主 对 角 线 上 的 
元 素 都 是 正 整 数 1, 所 以 上 述 4 的 各 列 元 素 的 两 种 可 能 情况 不 会 
同时 发 生 . 因 此 4 或 -4 一 定 是 (v, ks a)- S ROSE CAES. 

设 $ 和 Ss 是 整数 元 素 的 +# 阶 对 称 方 阵 。 如 果 存 在 一 个 # 阶 
整数 方 阵 P, 使 | | 
P'SP = S' B (4.10) 


成 立 , 则 称 S 整 性 代表 了 S. FILMRE o MERDE P, 使 
| PIP = S’ (4.11) 


成 立 , 则 单位 方 阵 了 工整 性 代表 了 S. 显然 , 如 果 一 个 〈z, k, 2)-8 
态 存在 , 则 ” 阶 单位 方 阵 工整 性 代表 了 B3. 以 下 我 们 将 证 明 ,对 基 
Bo k RWA 的 值 来 说 ， 上 述 命题 的 逆 命 题 也 对 。 不 过 在 一 般 情况 
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T. FE-PE EG BERR T SME AE — MRR 
肇 的 未 解决 的 问题 。 在 这 个 问题 上 的 进展 将 大 大 推进 我 们 对 w, 
&，1)- 组 态 的 了 解 . 
车 4 是 整数 元 素 的 矩阵 , MB 447 — B. MERE AOR 
一 列 以 一 1 WERE AAT 一 B 依然 成 立 .因此 ,我 们 可 以 选取 
每 列 元 素 之 和 都 非 负 的 4 来 讨论 。 称 满足 这 种 要 求 的 4 具有 规范 
化 形式 . 
定理 42。， 设 4 是 整数 元 素 的 矩阵 , 它 具 有 规范 化 形式 , 并 满 
E AAT =B., dn ARA 的 最 大 公 因 子 QR) 是 无 平方 因子 的 ， 
《一 2 是 奇数 , 则 4 是 一 个 (人 o，Ak，1)- 组 态 的 关联 年 阵 ， 
证 ” 仍 记 4 的 第 i 列 元 素 之 和 为 so Bi 列 元 素 的 平方 和 为 
5. 岂 假 设 4 具有 规范 化 形式 可 知 s 之 0。 由 方程 (4.9) 可 得 
A2 = 0(modàD — (—1,2,--::,v). = (4.12) 
由 于 k, 4) 是 无 平方 因子 的 BM (4.12) 41 (4.2) 可 知 每 个 = 
O(modk). RANE s 一 uik, 代 人 (4.9) 得 
fi = lu? + (k — 2) Gw=1,2,°*:,7). (4.13) 
WRES um = 0, WE s; — 0, 并 由 (4.13) 式 可 得 i — & — a. (B 
是 
f=1,=k—ija=0mod2), (4.14) 
故 与 外 一 1 是 奇数 的 假定 矛盾 ， 因 此 每 个 ww 到 0。 但 J447/ 一 
JBJ 蕴涵 | 
st ites += hr, (4.15) 
从 而 
dulci bah v. (4.16) 
由 于 每 个 wi 2 0, 故 每 个 u; 一 1, s Rt mk. RRA AB 
个 Co, k» 1)- 组 态 的 关联 和 矩阵. 
定理 4.2 中 关于 (k 4) 是 无 平方 因子 的 假定 对 很 多 重要 的 
(vz, 上 ,4)- 组 态 都 能 满足 .例如 ,有 限 射影 平面 和 参数 vv 一 4: 一 1， 
k = 2t — 1, 2 =z — 1 的 Hadamard 组 态 就 都 满足 (ko 1) — 1. 
与 此 相反 ， 有 相当 数量 的 组 态 不 满足 & 一 4 是 奇数 的 假定 ， 我 们 
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可 以 指出 , 当 & — à BY E42 RE RY. KMD) 
无 平方 因子 仍 能 得 出 每 个 u = 0Cmodk)。 但 一 般 来 讲 不 能 得 出 每 
^u; 7 0, | 
4 HEY RM 2 — 2 或 4 = 0(mod 4) 的 Hadamard 和 矩阵， 并 使 
这 个 五 的 第 1 列 全 是 +1. EXP HH 9 +1 次 直 和 
H' =H+H4--++H, (4.17) 
H Èn +n hE. 再 令 6 是 2 个 分 量 的 行 向 量 . 5 的 第 1 个 
分 量 是 1, 其 余 7# 一 1 个 分 量 都 是 0， 并 记 
8'—(8,8,--*,8) (4.18) 
是 由 ”十 1 个 5 并 列 而 得 的 一 个 后 十 2 维 向 量 。 EH ERM’ 
为 第 1 行 ,再 在 这 个 tn +1) X (2 + 2) BH ERMA 
列 为 第 1 列 , 这 个 列 的 第 1 个 分 量 是 0, 其 余 分 量 都 是 1. 最 终 得 
HAAS 4 是 一 个 好 十 2 十 1 RAB. 不 难 验证 4 满足 矩阵 方 
FR AAT 一 2 十 7J.d 也 具有 规范 化 形式 ,但 4 不 是 ” 阶 射 影 平面 
的 关联 年 阵 . 我 们 可 以 指出 , 5 n 一 27 时 , 如 上 构 作 的 矩阵 4 和 
射影 平面 的 关联 矩阵 都 存在 ， 当 # 一 2 时 ,它们 可 分 别 如 下 所 示 : 


0 1 0 1 0 1 0 E B 
11 10 00 0 
11-1 0 00 0 
10 0 1 10 Of, (4.19) 
10 01-—10 0 EM 
10 00 01 i 
-1 0 00 0 1—1 
1 1 0 1 o0 0 0 
0 1 1 0 1 0 0 
0 0 1 1 0 1 0 
0 0 0 t 1 0 if, |. €4 20) 
1 0.0 0 1 1 0 | 
0 1 0 0 0 1 1 
1 0 1 0 0 0 #24 
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我 们 再 说 明 , Mb m = 10 时 , 满足 矩阵 方 阵 44 — nI 十 了 的 
十 2 十 工 阶 整数 方 阵 也 可 作出 .为 此 , 先 定 义 10 阶 方 阵 
pi 1 1 1 1 一 ! 一 ! -1 一 4 
1—1|1 1 1 1| 1 1 1 1 


—I 31 一 
1 —1 / 


1 —1 
其 中 7 是 4 阶 单位 方 阵 , J 是 4 阶 元 素 全 是 1 的 方 阵 , 则 H* 是 一 
个 10 阶 方 阵 , 不 难 验 证 H* WE H*H*T 一 107， 在 这 个 方程 中 ， 
I 是 10 阶 单位 方 阵 。 我 们 可 以 用 这 个 H* 来 代替 前 面 的 H, 按照 
同样 的 构 作 方法 将 产生 一 个 111 阶 方 阵 4、 它 满足 方程 447 一 
101 +J. 但 4 与 10 阶 射影 平面 的 关联 矩阵 相差 很 远 ， 不 大 可 能 
从 4 导出 射影 平面 的 关联 矩阵 来 ， 和 矩阵 方程 447 一 nl 十 了 有 一 
大 批 规范 化 形式 的 整数 解 ， 这 些 整 数 矩 阵 都 不 能 导出 射影 平面 的 
关联 矩阵 。 事 实 上 ,我 们 猜想 对 参数 =n tnt, k =n] 
和 4 一 1 的 矩阵 方程 447 = (% 一 2)7 +2), 只 要 二 是 偶数 以 及 


在 有 理 数 域 上 nl + 7 一 1, 就 一 定 有 整 解 . 

前 面 已 经 提 到 这 样 的 猜想 , 即 所 有 阶 数 n = 0(mod 4) 的 Ha- 
damard HREM. RMSE, MRR NEE RABE 
更 加 完备 , 则 这 个 猜想 可 望 解 岂 .事实 上 , 由 于 2° Br Hadamard 
矩阵 一 定 存在 ,而 且 两 个 Hadamard REM BRP Hadamard A48 
阵 , 所 以 ,如 能 证 明 当 + 是 奇数 时 , 42 阶 Hadamard 定 阵 都 存在 ， 也 
就 能 断定 所 有 阶 数 n = 0(mod 4) 的 Hadamard RFE. (EGE 
一 个 阶 数 为 4¢ 8 的 Hadamard 和 矩阵 等 价 于 一 个 参数 为 v = 4 一 
L, k = 2t — 1 Ñl à = ż — 1 HJ Hadamard 组 态 。 这 种 组 态 当 4 一 
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A=? 为 奇数 时 正 是 定理 4.2 所 讨论 的 .因此 所 有 阶 数 
| n = 0 (mod 4) 
HJ Hadamard 矩阵 的 存在 问题 可 以 作为 一 个 矩阵 的 整 表 示 问 题 . 


§ 5. 极 值 问题 


ESAL RNIN, k 1)- 组 态 的 研究 一 直 集 中 在 存在 问题 
上 , 即 确定 能 使 组 态 存在 的 v，,* 和 4 的 值 的 精确 范围 ， 对 每 一 组 
v, kA 的 值 ,确定 不 同 的 C ,2)- 组 态 的 个 数 的 计数 问题 ,要 
比 存 在 问题 困难 得 多 , 而且 看 来 不 是 现在 所 用 的 方法 所 能 解决 的 . 
在 这 方面 我 们 仅 指 出 一 个 问题 : 人 们 猜想 素数 阶 射 影 平 面 是 唯一 
的 .还 有 一 些 关 于 (*, ,12)- 组 态 的 重要 问题 ,它们 并 不 直接 水 及 
上 述 两 类 基本 问题 ， 其 中 有 些 所 讨论 的 是 从 组 态 本 身 的 深刻 内 在 
性 质 演化 出 来 的 问题 . 例如、 有 这 样 一 个 尚未 解决 的 问题 : 设 4 
是 ”= 阶 射影 平面 的 关联 第 阵 , 是 否 存在 两 个 置换 矩阵 P 和 2 ,其 中 
P 关 1, 使 P40 一 4 成 立 ? 这 个 问题 的 肯定 回答 在 几何 上 有 重要 意 
义 , 它 将 说 明 每 个 射影 平面 都 有 非 恒 等 的 直射 变换 《Collineation). 
很 多 重要 问题 所 论 及 的 是 有 关 满 足 一 定 附加 要 求 的 特殊 组 态 的 存 
在 和 分 类 。 举 一 个 特别 有 意义 的 例 。 如 下 所 示 的 = 阶 方 阵 
do ds .— 085" * " Ga 4 
n-i Gy Gy" ”Go 一? 


A == | an3 ao- o7 ar |. (5.1) 


| d, @, 03*** Go 
称 为 循环 阵 。2 阶 射影 平面 的 关联 和 矩阵 (4:20) 是 一 个 循环 阵 、 某 
BE (v, k, 4)- 组 态 的 关联 和 矩阵 可 经 行 和 列 的 置换 变 成 循环 阵 。 这 
类 组 态 等 价 于 数论 中 的 完备 差 集 , 我 们 将 在 下 一 章 研 究 它 。 现在 
先 讨 论 一 些 把 ©, ,4)- 组 态 和 本 书 前 面 引 人 的 某 些 概 念 联系 起 
来 的 极 值 间 题 . 
设 v，, 是 固定 的 整数 ,而且 
ISS”. (5.2) 
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Mik UK, K) 是 每 行 和 每 列 正 好 有 & 个 1 的 所 有 ” 阶 C0, 1)-2B 
阵 的 类 ， 在 第 六 章 中 ， 我 们 指出 类 UK, K) 中 每 个 矩阵 4 都 有 
per(4) > 0. 但 对 类 AK, K) HAN perCAA) 的 最 小 值 儿 乎 一 无 
所 知 ， 如 果 UCK, K) 中 包含 一 个 《2， kod) -BAWKKEH, M 
有 一 些 证 握 使 我 们 猜想 这 个 矩阵 的 积 和 式 在 UK, 天) 中 比较 小 ， 
或 者 甚至 是 最 小 的 ， 即 使 对 不 大 的 z， 计 算 的 代价 都 使 得 人 们 不 
去 作 这 种 尝试. 在 上 述 问题 中 ,如 果 把 类 ACK, K) RAR MAHL 
阵 的 类 、 则 所 论 问题 就 是 第 五 章 所 说 的 van der Waerden 猜想 . 

对 (e, k, 4)- 组 态 的 关联 矩阵 的 积 和 式 我 们 所 知 不 多 ,但 曾 
用 电子 计算 机 对 这 类 问题 进行 过 广泛 的 计算 . 得 知 阶 数 为 2,3, 4 
的 射影 平面 的 相应 积 和 式 分 别 是 24, 3852, 18534400, 一 个 方 阵 
的 积 和 式 在 和 矩阵 的 行 或 列 的 置换 下 不 变 ， 在 转 置 下 也 不 变 。 如 果 
对 同一 组 参数 v. k M1, ARPA Cs ks 4)- 组 态 ,它们 的 关 
联 和 矩阵 分 别 是 4 和 4’, MEAR A 不 能 经 行 或 列 的 置换 以 及 转 
置 后 相等 , 则 我 们 猜想 per(4) Æ per(4 ;显然 它们 的 行列 式 的 绝 
对 值 是 相等 的 . | 

设 Z 是 2 阶 射影 平面 的 关联 矩阵 (4,20). 7 阶 方 阵 Z 具有 特 
性 | 

per(Z) = det(Z) KAM = 24. (5.3) 

我 们 现在 陈述 一 个 有 趣 的 定理 而 不 加 证 明 ， 它 指出 了 方 阵 Z ER 
和 式 理论 中 所 起 的 特殊 作用 . 

定理 5.1。 设 4 是 类 UK, 天) 中 的 一 个 循环 阵 . 


WAR R > 3， 则 
per(A4) > detCA4) 的 绝对 值 . (5.4) 
pub s k = 3, if H. 
per( A4) = det(4) 的 绝对 值 ， (5.5) 


则 4 可 经 行 或 列 的 置换 变 成 矩阵 Z 的 e 次 直 和 。 从 而 > 一 7c, 并 
H. p A) = 24°, | 

在 有 关 行 列 式 的 极 值 问题 由 也 会 涉及 (v, k, 1- 组 态 的 关联 
ABRE. | 
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定理 5.2， 设 2 是 * 阶 (0,1)- 和 矩阵 , 2 中 一 共有 Y 个 1， 用 下 
列 二 式 
v= kv, (5.6) 
1 = D (5.7) 
XX eR. 并 设 0-4 — k «— v» — 1, 
detCO) AI AAR < kk — 1°, (5.8) 
而 且 (5.8) PSS ei BMY 0 RE— A (v. K，2)- 组 态 的 关联 息 
EE. | 
我 们 在 这 里 不 来 证 明定 理 5.2. 实际 上 这 个 定理 可 以 在 几 个 
方向 上 推广 。 形 如 (5.8) 的 不 等 式 看 来 不 大 可 能 解决 某 些 与 (",《， 
1)- 组 态 有 关 的 深刻 的 算术 问题 。 但 这 些 不 等 式 本 身 很 有 意义 . 注 
意 到 定理 5.2 JEH, MRE ACK, K) 中 包含 一 个 〈z， 1)- 组 
态 的 关联 矩阵 的 话 , 则 这 个 关联 矩阵 的 行列 式 的 绝对 值 在 类 ACK， 
K) 中 达到 最 大 。 这 个 事实 是 比较 意外 的 .因为 我 们 在 前 面 指出 ， 
XPS RASA BE ZEB AK, K) 中 最 小 。 | 
下 面 我 们 再 指出 一 个 把 有 限 射 影 平 面 和 第 六 章 所 定义 的 1- 
宽度 概念 联系 起 来 的 有 意义 的 结果 . 
定理 5.3。 AUK, K) 的 参数 v = 2? + 2? +1, kn, 
22-2. X AUK, K) 中 的 矩阵 如 果 是 = 阶 射 影 平面 的 关联 矩阵 的 
Tb, MA 1- 宽 度 s(1) — 3. UK, K) 中 所 有 其 它 和 矩阵 的 1- 宽 度 
g(1) = 2, | 
XE ”证明 几乎 是 直接 的 .。 设 4 是 A(K, K) 中 的 矩阵。 我 们 
te ATA. 并 分 别 记 474 中 不 在 主 对 角 线 上 的 元 素 的 最 小 值 和 平 
均值 为 和 1。 易 知 | | 
| eO — 1) (s — 
À EL. rz ( 1). (5.9) 
WRV = A, 则 A 一 定 是 7 阶 射影 平面 的 关联 矩阵 的 补 。 这 时 等 
式 v = 十 ntl1,X=2 MA = n(n 一 DA SS 4 ET v x 
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2 子 和 矩阵 中 正好 有 一 行 全 是 0。 而 这 表示 4 的 1- 宽度 s(1) = 3, 
另 一 方面 ,如 果 a! ci. MER =n tat lk B= 
1 一 1， 而 这 将 说 明 在 4 中 有 某 一 个 x 2 子 和 矩阵 , 它 没有 一 行 全 
3&0. 所 以 4 的 1- 宽 度 s(1) = 2. 

如 记 定 理 5.3 所 论 的 类 ACK, K) 中 的 矩阵 的 最 大 1- 宽 度 为 
(1), 则 定理 5.3 HH, WREE” 阶 射 影 平 面 , 就 有 EC) — 3. 
否则 a《1) 一 2. 在 第 六 章 中 , 我 们 分 别 用 Ela) 和 El) 来 表示 规 
MISS UCR, S) 中 矩阵 的 最 小 ec- 宽 度 和 最 大 oc EHE. 我 们 还 指出 
有 一 种 很 有 效 的 方法 来 计算 Ele) ,但 对 El) 的 性 质 所 知 很 少 . E 


385.3 再 次 说 明了 (a) 的 极度 复杂 性 . 
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第 九 章 完备 差 集 


$1. 完备 整 集 | 
—OWE da dy c d ER v EIE, MEEN a Æ 0(mod v) 1E 
A. 种 方式 表 为 
d; — dj = a(mod v). (1.1) 
我 们 再 假定 
0-—A-—kRk-v-—1. (1.2) 
这 时 , 我 们 称 *- 集 DD = {di, da, or di) 为 一 个 完备 差 集 ， 或 简 
PER. 不 等 式 (1.2) 只 用 来 排除 某 些 退化 情况 。 不 难 验证 


1 一 K-D, (1.3) 
X (1.3) 也 是 下 述 定理 的 直接 推论 . l 
TLl sz XE DSTA EE 5B pg di 08 Yr P i9 


CALE À)-1H d. 

证 WEXGdESEWEO, 1,…,v — 1(mod RS v-&, D 是 给 定 的 
完备 差 集 ， 我 们 定义 ” SER 

D, = (d, + €, dde, +e} 
(e = 0,1,- eh, | (1.4) 

这 里 每 个 也 都 是 X 的 +- 子 集 , 而 且 D= D. 由 差 集 的 定义 易 知 
每 个 交集 DANDLE +f) 都 是 和 的 1- 子 集 . 从 而 子 集 (1.4) 是 一 
个 (v, 太 和)- 组 态 ， 而且, 和 的 子 集 Du,Di，…，D,-: 的 关联 年 阵 
是 循环 阵 。 同 祥 不 难 证 明 逆 命题 成 这 . v 
显然 ， 按照 定理 1.1， 差 集 可 以 当 作 一 种 特殊 的 Cv, k, À)-:8 
态 ,所 以 第 八 章 的 定理 3.1 也 适用 于 差 集 但 一 般 来 讲 , 一 个 任意 
的 (v, ks 4)- 组 态 不 能 产生 差 集 。 EXEL, NRS v, ksh 的 值 ， 
我 们 知道 (o, ks 4)- 组 态 存在 而 差 集 并 不 存在 。 有 多 种 构 作 差 集 
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的 有 效 的 方法 。 4 一 1 时 的 差 集 称 为 平面 的 . 2 一 一 4 时 的 平面 
差 集 相当 于 一 个 # 阶 射影 平面 ,这 类 射影 平面 称 为 循环 的 。 对 每 
个 素数 ”和正 整数 a, Singer 都 构 作 了 n= p^ 阶 的 循环 射影 平 
面 。 人 们 猜想 ， 每 个 有 限 的 循环 射影 平面 的 阶 一 定形 如 加. 4 
n < 1600 时 ,这 个 猜想 已 得 到 证 实 。 这 里 顺便 提 一 下 ， 我 们 还 可 
以 狂想 每 个 有 限 循环 射影 平面 都 是 Desarguesian 的 ,这 个 猜想 实际 
上 已 蕴涵 了 ww 如。 这 里 我 们 不 想 进一步 讨论 有 意义 的 Desargue- 
san 平面 了 ， 下 表 列 出 了 关于 开头 几 个 = 的 平面 差 集 。 
n v B 3E i 26 SE 
2 7 {0,1,3} | 
3 13 (0,1,3,9) 
2? 21 (0,1,4,14,16} 
5 31 (0,1,3,8,12,18} 
7 57 (0,1,3,13,32,36,43,52) 
2 73 (0,1,3,7,15,31,36,54,63) 
3 91 (0,1,3,9,27,49,56,61,77,81) 
11 133 10,1,3,12,20,34,38,81,88,94, 104,109). 
“如果 参数 vsk, L 除 满足 (1.3) 外 ,还 满足 


3«R x50 — (1.5) 
& 2" (1.6) 


我 们 可 以 对 相应 的 差 集 的 存在 与 否 作 一 概观 。 先 说 明 一 下 ， 条 件 
(1.6) 无 损 于 讨论 的 一 般 性 , 因为 差 集 的 补 仍 是 差 集 。 满 足 所 有 这 
BERA v, k, 4 共有 268 组 。 对 其 中 101 组 , 第 八 章 的 定理 3.1 
已 排除 其 存在 之 可 能 。 在 余下 的 167 种 情况 中 ， 已 经 证 明 其 中 有 
109 种 情况 差 集 不 存在 , 有 46 MAREKET. 所 以 差 集 存 在 与 
否 尚 未 确定 的 仅 有 12 种 情况 . ZI 1 
F TTT RESTE. 
Sam, 

、 定理 1.2 UE P Rf p = 3Cmod 4), TIME 
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(p 一 0/2 个 不 同 的 二 次 剩余 dis das +++, du (mod p) HEE DE 
一 个 差 案 ,其 参数 = p = 42 — 1 一 21 一 1 4 一 上 一 | 

“证 设 ec 是 p 的 一 个 二 次 剩余 .又 设 di 和 d; RT D mH. d;— 
d; = | (mod p), Wl d; == cd;(mod p) RI d; 一 cd;(mod p) WRF D 
mA d; — d; = c(mod p). 33—J5 E, mR d; M 4; BTF DMH. d; 
— d; = c(modp) , J] d; = cd; (mod p) Al d;= c ~'d; (mod p) BT 
D iiu. EW JE d; — d; = 1 (mod p), FLA D HH td, 一 dj 三 1(modp) 
的 关系 式 的 个 数 和 形 如 d, — d; = c(modp) 的 关系 式 的 个 数 相 


同 . 而 当 p = 3(mod 4) 时 ， 若 “ 遍历 ”的 过 二 “个 模 ? 的 二 次 剩 


fe Sle 遍历 2 的 P—L A ei 次 非 剩 余 ， 另 外 , d; 一 d; 


=c (mod p) SMF d; — A = —c(mod p). HEEE D EES. 
”定理 1.2 中 的 差 集 DD 可 以 产生 一 个 Hadamard HAs, 这 个 Ha- 
damard 组 态 的 关联 矩阵 4 是 循环 阵 . 这 并 不 意味 着 每 个 与 4 相 结 
合 的 阶 数 为 4: 一 p 十 1 的 Hadamard EMH — E EMIRE. BE 
定理 2.5 所 说 的 那 种 把 4 加 边 而 得 到 鼠 的 方法 就 破坏 了 感 的 循环 
EH. 这 里 暂时 离开 主题 而 简单 提 一 下 Hadamard RMR 
的 关系， 我 们 知道 ,4 Br Hadamard 年 阵 
1 一 1 —1 一 ! 
|]—-1 1-—1-—1 
H=) ss 1-4 (1.7) 
—1 —1-—1 1 
EERE. ATERIA n> 4 的 Hadamard 矩阵 不 可 能 是 循环 阵 ， 
BD TERA oR a Bt Hadamard 矩阵 同时 文 是 循环 阵 ， 则 ”一 定 是 
PHR: 如 记 元 素 全 是 189» BHAI. Wa A Hadamard 
ERE BK HH = nl. 又 由 于 五 是 循环 阵 ， i i HJ ~ JH = eJ, ix 
HH = èJ = nla (1.8) 
由 此 即 得 > 一“ 
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$2.9 ER 
WX REO, 1, … 一 1(mod v) 组 成 的 v- 集 ， 并 设 D — {ds 
d,,:--,4,) 和 D' — (41,45, «++, d4} 是 对 应 于 同一 组 参数 v, 上 ,1 
的 两 个 差 集 ， 设 整数 : 满足 (1:，v) 一 1, :是 任 一 整数 ， 则 X 的 
k-F SKE = {td,, td, ++, tdi} 和 E' = {di + s.d sis d, 
+s} 都 是 差 集 .我 们 现在 要 寻求 这 样 的 整数 * 和 s CA 
上 定义 的 EE 和 E' 成 为 X 的 相同 的 *- 子 集 ， 如 果 有 这 样 的 整数 * 
和 s, 则 在 作 差 集 的 分 类 时 ,自然 可 以 定义 了 和 D BEARABLE 
相同 的 差 集 ， 应 该 指出 , 这 种 + 和。 并 不 一 定 存 在 .例如 ， 不 难 
验证 , 当 v 一 31 时 , 模 31 的 二 次 剩余 所 成 的 差 集 . 
D —1(1,2,4,5,7,8,9,10,14,16,18,19,20,25,28] (2.1) 
Rid | | | 
D' = {1,2,3,4,6,8,12,15,16,17,23,24,27,29,30} (2.2) 
就 不 能 按 上 述 方法 变换 成 同一 个 差 集 。 我们 不 想 在 这 里 研究 差 集 
的 唯一 性 . 但是, 上述 讨论 提供 了 一 个 关于 差 集 的 乘 子 的 想法 , 现 
在 我 们 稍微 详细 地 研究 一 下 这 个 概念 . 
我 们 称 整数 : HERD = (4,4, 4) MARE, OR 
有 整数 ;, 使 得 E = 4, 14, …… tda} RE = (ds ds, 
tds) ROX HAN ATE. 乘 子 * 必须 对 某 一 个 i 和 1 
满足 同 余 式 td; 一 1d; e 1(mod "), 因 此 每 个 乘 子 都 满足 关系 
Gv) —1. (2.3) 
用 前 面 的 术语 来 说 ， 它 说 明 一 个 乘 子 必 定 建 立 起 一 个 差 集 到 其 自 
SHAW. 显然 ， 我 们 总 有 不 足 道 的 乘 子 : 一 1。 另外 , KER 
证 , 模 v 的 所 有 乘 子 构成 乘法 群 ， 这 个 群 称 为 差 集 的 乘 子 群 。 M. 
Hall 引 人 乘 子 的 概念 并 用 以 研究 差 集 ， 事 实 上 这 也 确实 提供 了 一 
种 导出 差 集 的 存在 和 不 存在 定理 的 有 力 方法 . 遗憾 的 是 这 个 理论 
对 Crs ks 4)- 组 态 还 没有 一 种 已 知 的 类 似 . | 
以 下 开始 对 乘 子 作 研 究 。 先 对 同 余 关 系 作 若 干 一 般 说 明 ， 设 
f(x), g(x) 和 h(x) 是 整 系数 多 项 式 , 如 果 有 另 一 个 整 系数 多 项 式 
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k(x), ESA f(x) 一 glr) = kx) AC) RI MI rid o 
f(x) = g(x)(mod A(x)). (2.4) 
又 如 果 a M b EEREN m EIERN, Ma BIB Et 
a = a (mod m) FI b = b'(mod m) 
成 立 的 非 负 整数 , 则 a = b(mod m) 当 且 仅 当 4 = b'(mod m), 而 
且 同 余 式 


| a= b(mod m) (2.5) 
等 价 于 多 项 式 同 余 式 
| x^ = x"'(mod x" — 1), (2.6) 
我 们 把 (2.6) 式 换 成 | 
x* == x*( mod x" — 1). (2.7) 


EC DAREN SU FB ART RA, 因为 (2.7) 不 过 是 (2.6) 的 
另 一 种 写法 . 于 是 (2.5) 对 整数 a 和 2 成立 当 且 仅 当 (2.7) 对 整数 
a 和 RIL. 
现 设 D = [disde t ydr} E — ABERA ook, 4 的 差 集 .定义 
O(x) 二 x 二 x 二 :十 x" k(modx? — 1). (2.8) 
HT DEER. MUS 
A(x )O(x7!) ma k + Ax + Ax? t -ee + Ax*"I(modx* — 1). (2.9) 
AN (2.9) RESEN AKR STEE x 的 项 的 和 ， 其 中 
i5) ERB RR, xy xc oy x? 各 正好 出 现 4 次 。 如 记 
Tix) = 1t rt ee +2777 (2.10) 
则 (2.9) 式 可 改写 成 
O(x)8(x^!) = k — 1 + AT(x)(modx* — 1). (2.11) 
注意 到 如 果 s 关 1 是 某 个 vz 次 单位 根 , 则 T(s) 一 0. Wit (2.1) 


AMETE k — à = 6(&)0(e7)). O (2) 


这 个 方程 有 其 本 身 的 意义 ,而 且 它 也 告诉 我 们 , ARE SE S hir 
根 有 关 的 因 式 分 解 问题 。 现 在 回 到 乘 子 问 题 .我 们 注意 到 , : 是 差 
集 忆 的 乘 子 当 且 仅 当 

O( x) = x'G( x )(mod x” — 1). (2.13) 
上 式 左边 的 指数 是 £d. odi. +++, fd, ( mod v)， 右 边 的 指数 是 di 十 
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Ss di + 5, 7*7, dr + s(mod v). 现在 我 们 可 以 证 明 下 述 乘 子 定理 . 
定理 2.1。 设 刀 是 参数 为 v,&, 4 的 差 集 . 又 设 ? 是 六 一 4 的 
RAF, ptr, p> 1, 则 p -PHRERDHRT. 
证 由 于 D 是 差 集 , 故 有 
O(x)0(x^) = k — 2+ ATCx)(modx’ — 1). (2.14) 
Zi f(x) 是 任 一 整 系数 多 项 式 , 则 T(x) 的 定义 蕴涵 
f(x)T(x) = f(19)T(x)(mod x” — 1). (2.15) 
由 假定 plk — A pho 和 已 知 的 关系 一 4 一 一 hv 可 知 ptk, 
因为 否则 将 有 plas. pls. XX53 p — X1 FA. Mi 
K^ = 1(mod p). (2.16) 
在 0(x)* 的 展开 式 中 ， 除 去 rh, xf, eee, Pe 外 的 所 有 其 他 项 
的 系数 都 能 被 p E. MER (2.14) 以 (3D! FEMA (2.15), 
(2.16), 则 最 终 表 示 式 可 写成 
0(x*)0(x^) = AT(x) + pR(x)(modx* — 1), (2.17) 
其 中 R(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . (217) 中 的 表示 式 807) 
作为 一 个 次 数 小 于 » 的 多 项 式 具有 非 负 整 系数 。 由 此 以 及 条 件 
pA 可 知 ,(2.17) 中 的 ROO 被 视 为 次 数 小 于 v 的 多 项 式 时 , BA 
数 为 非 负 整数 .我 们 再 乘 (2.17) 以 0x) 并 应 用 (2.14), 2:15), 可 
得 | 
| (k — 190(5*) = pR(x)8(x)(modz* — 1D. (2.18) 
(2.18) 中 的 表示 式 O) R(x) 和 6(x) 作为 次 数 小 于 > 的 多 项 式 
都 具有 非 负 整 系数 .而且 (2.18) 的 结构 告诉 我 们 R(x) 不 可 能 有 
多 于 1 个 的 非 零 项 ， 故 RC) 一 ax， 其 中 a, s 都 是 非 负 整数 , 在 
(2.18) 中 ,如 令 x 一 1, 则 可 得 万 一 1 一 pR). M 
Ck — OCx?) = (k — 1)x'8(x)(modz* — 1). (2.19) 
并 可 得 知 PERT. | 
定理 2.1 建立 了 每 个 平面 差 集 的 非 不 足 道 乘 子 的 存在 性 ， 
”为 这 时 定理 2.1 的 要 求 ptv Rp 4 肯定 满足 。 在 上 述 证 明 中 ， 
p 之 4 的 限制 条 件 是 关键 性 的 。 但 我 们 猜想 这 个 限制 并 不 是 定理 
的 必 不 可 少 的 假设 条 件 , 另 外 ,所 有 已 知 的 差 集 都 有 A — 4» v)— 
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1， 所 以 人 们 可 以 猜想 事实 上 k — 4 的 每 一 个 因子 都 是 差 集 的 乘 
T. | 
BLAIBUEBDHBUEQOR—T GER, CREAR ERE. 

382.2. DESKY v, ks 2 的 差 集 . tdk k-i 
—^BR-FauEOG.)-1,4224, NB rt 是 一 个 整数 ， 对 于 4 
HEDRET # 都 有 某 个 整数 7 了 使 p = Kmod v), RU] z EER D 
FEF. 

MERECE RID SEUUECTUE EUSEB. RNAKBRE 
研究 这 些 结果 ， 而 仅 限 于 用 几 个 简单 的 例子 来 表明 怎样 利用 乘 子 
去 建立 某 些 差 集 的 存在 性 和 不 存在 性 ,从 而 结束 本 章 ， 

例 《a) 存 在 参数 v = 37, k =9, 42 WER, RD - (4; 
di, 77, dii 是 一 个 具有 参数 UV» k» À 的 差 集 . in5xpDügdé 3E 
Fe 成立 Dm [ds td, 65.:23,), WERD HRF Or 是 不 动 的 . 
假设 0 一 1, 2) 一 1， 则 我 们 可 以 证 明 必 存在 一 个 *， 使 得 差 集 
D, = {d ud) t a, ,di 十 ww} 对 :是 不 动 的 ， 事 实 上 , R 
Tos 把 差 集 D, RABE | | 

Dear ™ {dt s + iu. doo s + tu, d. +s + tu} (2.20) 
之 上 ,从 而 当 w 由 | 

(1 — iju = —s(mod v) (2.21) 
决定 时 , 差 集 D, HET : 是 不 动 的 . 现 假定 有 参数 v 一 37,k=9, 
4 一 2 的 差 集 ， 由 于 p 一 大 一 14 一 7,7137,7 > 2, 故 由 定理 2.1 
可 知 p 一 7 是 此 差 集 的 一 个 乘 子 。 又 由 于 (6,37) = 1, 故 存在 一 
个 对 7 不 动 的 差 染 .我 们 可 以 对 此 差 集 的 各 元 素 同 冬 某 一 适当 因 
子 , 以 使 美 集 中 有 一 个 元 素 是 1, 则 下 列 7Cmod 37) 的 各 次 只 

(1,7,9,10,12,16,26,33,34) . (2.22) 
都 应 是 此 差 集 的 元 素 ,而 事实 上 (2.22) 就 是 一 个 参数 s = 37 ,一 
9, 4 一 2 的 差 集 。 BERBETA, 具有 这 组 参数 的 差 舍 在 同 构 
意义 下 是 唯一 的 . | | 

(b) 存在 参数 " 一 23, &—11, 4 一 5 HER, Nk — 21-6, 
mE 6 的 两 个 素 因 子 都 小 于 5, 所 以 不 能 直接 用 定理 2.1。 但 是 我 
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们 有 9 = 2:(mod 23) $1 92:3'(mod 23) FRE. 2 = 9 Md = 6 满足 

定理 2.22 B9 ER. ROBERN AEG. MHF(8,23) = 1, Li 

存在 一 个 对 9 不 动 的 差 集 。 可 以 不 妨 假 定 1 是 此 差 集 的 元 素 , 则 
下 列 9(mod 23) HARE 

(1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18) (2.23) 

都 应 是 此 差 集 的 元 素 ， 和 例 (a) 一 样 ,(2.23) 就 是 参数 " = 23, £— 

11, 2 一 5 的 唯一 的 差 集 ， 易 于 验证 2 和 3 都 是 这 个 差 集 的 乘 子 . 

(c) 不 存在 参数 "一 111,A 一 11, 12 一 1 的 平面 差 集 。 这 是 

10 阶 循环 射影 平面 的 情况 .由 定理 2.1 可 知 p 一 2 是 一 个 乘 子 . 

又 根据 (1:111)=1,， 故 存在 一 个 对 2 不 动 的 差 集 。 如 果 我 们 应 用 


RT 2 于 此 差 集 , 则 可 得 
0 0(x?) = 0( x )(modx! — 1). (2.24) 
4& e Æ 3 PUE 6951. 由 于 111 = 3:37, dX 
0(&) = 0(s). (2.25) 


这 表示 OCe) = 0(67) 是 有 理 数 ,于 是 (2.12) 式 断言 《一 4 一 10 
必 为 平方 数 , 由 此 可 知 10 阶 循环 射影 平面 不 存在 。 


$ # x R 


关于 差 集 的 经 典 工作 有 Singer [12] 和 Halll 4], 这 里 $2 的 叙述 基于 Hall [ 4] 

和 Hall 及 Ryser[6]. 5E38 2.2 的 证 明 可 参看 Hall[ 5]. 
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记 号 表 


sES 5 是 S 的 元 素 

ASS 4 是 3 的 子 集 

ACS A 是 S$ 的 真子 集 

PCS) 5 的 所 有 子 集 的 集 

CS BK 

SNT 3S 和 了 的 交集 

SUT SRT 

2- 集 具有 2> 10 个 元 素 的 有 限 集 

SXT 3S 和 了 的 积 集 

Cas fis “多 ar) AF 一 组 ， 称 为 大 小 是 
r 的 样品 > 简称 二 样品 . 和 如果? 个 分 
量 互 不 相同 ， 又 都 从 同一 sni 

出 则 称 为 # 个 元 素 的 一 个 -排列 

P(n,r) # 个 元 素 的 7- 排 列 的 个 数 

s] n prx 

GS) 5 到 自身 上 的 所 有 1-1 映射 的 集 

S, nde 

{2,, 8, d) r+ A—E EAA 
元 素 的 无 序 组 > 称 为 大 小 是 ” 的 无 序 
选取 ， 简称 熏 选取 。 如 果 各 分 量 互 
不 相同 * 则 称 为 r- 子 集 ， 如果 各 分 量 
互 不 相同 ， 又 都 从 同一 个 2 集中 选 
出 ， 则 称 为 # 个 元 素 的 一 个 r+- 组 合 . 


€ r)=(") 二 项 式 系数 


su(a) a 的 权 
[x] xx 的 最 大 整数 
CHO REC E ESSE TASSE: 
ajb aR b 
af2 a RR 
gln) Euler gq- 函数 
p(n) Mobius 函数 
x(x) sx 的 案 数 个 数 
D, = 个 元 素 的 更 列 的 个 数 
= [a] KARA; 如 果 元 素 取 自 某 
一 域 ; 则 称 为 矩阵 
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4 ARRA 

per(4) 4 的 积 和 式 

det(4) 4 的 行列 式 

(0,1)-/BBE ”元素 是 0 和 1 的 矩阵 

I 单位 矩阵 

J FREE 1 的 矩阵 

U., ABR 

C 1£E(1,2),0,35,(,4),--- (n, Dr RE 
处 是 1 在 其 它 位 置 上 都 是 0 的 (0， 
1)-B p 

bn 第 1 行 和 第 1 AREA TE 19 13 
本 方 的 个 数 

PS) 5 的 所 有 ?+f- 子 集 的 集 

N19 Gas *-*5 qis r) Ramsey 定理 中 的 
最 小 正 整 数 

Ne 喇 ?- 边 形 定理 中 的 最 小 正 整 数 

SDR 相 异 代表 组 

SCR 公共 代表 组 

o Ti 

R = (rif fa) 行 和 向 量 

S= (515 $29 ***s Sn) 列 和 向 量 

x 《0,1)- 矩 阵 中 1 的 个 数 

H-1u(5,S) 行 和 向 量 等 于 R, fum 

量 等 于 $ 的 所 有 (0， 1)-AB Pd 35 

A BOKBEE 

S38S* sA S* BriLi 

A 在 其 中 构 作 的 一 个 特殊 的 矩阵 


O6 规范 类 i 中 答 阵 的 最 小 项 秩 


Ë MX U 中 和 矩阵 的 最 大 项 秩 

NQ) 1EC0,1)-58B& Of 0 的 个 数 
NCO) #£0031)-32R O rh 1 的 个 数 

G MAR HSB hw 

0 规范 类 世 中 矩阵 的 最 大 迹 

ela) cx- 宽度 

Ea) 规范 类 并 中 和 矩阵 的 最 小 «~ 宽度 
5(c) 规范 类 站 中 矩阵 的 最 大 o- 
UK,K) R=5= 一 天 一 (人 KK 的 


类 AtA AA 的 直 和 


GF(p*) Galois !& D = 12, di, -.*, dy} ee 

x 射影 平面 s EXOEBJGET 

B XXjA8ZOUON k.HODE LARA (x) xxi. x) (modx? 一 
i) v BE BE [qon | 

H Hadamard 46% . T(x) Lex ties + rx’! 


AXA AR A ES EUR 
SS’ SHAS MA . 
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A 名 RJ 


〔《 人 名 后 数字 指出 现 的 章节 。 如 “8.$5?> 表示 第 八 章 $5 ,"8. Ac Wok ES eS 
文献 .) 


Albert, A. A, 8. X Greenwood, R. E. 4. X 
Bachet. 1.41 Gruner, W. 8. 

Baumert, L. 8.X Haber, R. M. 6, 文 

Berge, C. 5.2% Hall, M., Jr. 5.37,7. 35,8. 3.9.82, 
Bernoulli. 2.$1 mE | 9. 

Bose, R. C. 7.82,7. 35,8. X. Hall, P. 5.$1,5.Xx 

Brauer, A. 8. X Halmos, P. R. 5.3 

Bruck, R. H. 7.84,7.3:8. 3,9. XC Hanani, H. 8.3% 

Bussey, W. H. 7.X Hardy, G. H. 2, 文 

Chowla, S. 8. Hedlund, G. A. 8.3% 
Connor, W. S. 8.3 Higgins, P. J. 5.3¢ 

Coxeter, H. S. M. 8. 文 Hoffman, A. J. 5.37,8. 35,9.X 
Dade, E. C. 8. X Hughes, D. R. $8. 文 ,9. 文 
Dickson, L. E. 1. 文 ,2. 文 Isbell, J. R. 8. 文 

. Dulmage, A. L. 5. x:,6. X. Johnsen, E. C. 8.X 
Eratosthenes. 2.83 Jones, B. W. 8.50 

Erdss. 3.83,3.X Kaplansky, I. 3.$2,83,X 
Euler 1,81,2.82,3.8 1,7.82 Kleinfeld, E.. 8.3% 

Evans, T. 6X Konig, D. 5. € 

Evans, T. A. 9.3% Kuhn, H. W. 5.X 

Everett, C. J. 5.230 Lagrange. 8.83 

Ezra, Rabbi Ben  1.$1 Lehmer, E. 9.30 

Feller, W. 1. 文 2. 文 Lucas. 3.82 

Fisher, R. A. 8.8 1,8. MacNeish, H. F. 7. 

Ford, L.R., Jr. 5.Xx,6.X Majumdar, K. N. 8.3% 
Fort,M. K., Jr 8.3% Mann, H. B. 5. 文 ,7. 文 ;8. 文 ,9. 文 
Fulkerson, D. R. 5.3036. Marcus, M. 5., 文 ;8. 文 

Gale, D. 6.% Mendelsohn, N. S. 5. 文 ,6. 文 
Gleason, A. M. 4. 文 Mesner, D. M. 8.20 
Goldb-rg, K. 8. 文 Mills, W. H. 9.X 
Goldhaber, J. K. 8. X Minc, H. 5.X 

Golomb, S. W. 8.7% Moore,E. H. 8. 文 

Goodman, A. W. 4.3% Nagell, T. 8.Xx 

Gordon, B. 9.x - Netto, E. 1l.X,8.X 

Gordon, W. R. 8. 文 Newman, M. 5. 文 ,8, 文 
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Nikolai, P. J $.X Stevens, W. L. 7. 文 


Ore, O. 5.3% Storer, J. 9. 文 
Ostrom, T.G. 9.0 - Straus, E. G. 8.3% 
Paley, R. E. A. C. 8. Swift, J. D. 8. 
Parker, E. T. 7.82, X Sylvester. 2.§2,8.§3 
Pickert, G. 7.X Szckeres, G. 4.X 
Rado, R. 4.3.5. X Tarry, G. 7.§2,% 
Ramsey, F. P, 4,5 1, 文 Taussky, O. 8. 文 
Reiss, M 8,$ 1, 文 Tinsley, M. P, 8.X 
Richardson, M. 8. | Todd, J. A. 8.3% 
Riordan, J. 1. 52.2% 53.5 35% Touchard, J. 3.$ 2,X 
Rouse Ball 8.x Turyn, R. 9.3% 
Ryser, H.J. 5. X6. X,7.5 4X8. X van der Waerden 5. X 596.§558.§5 
9, 文 Vaughan, H. E. 5.% 
Sade, A. 3.x Veblen, O. 7. X. 
Schitzenberger, M. P. 8. 文 Walker, R. J. 8. 文 
Shrikhande, S. S, 7.82,óX:,,8.X Welch, L. R. 9.3 
da Silva. 2.82 Whaples, G. 5,3 
Silverman, R. 8. Whiteman, A. L. 9.3 
Singer, Je 9.§ 1, Williamson, J. 8.73% 
Skolem, T. 4.858. Wright, E. M. 2.3¢ 
Skornyakov, L. A. 7X Yamamoto, K. 3.83, X 
Sprott, D. A, 8. 文 ,9. 文 Yates, F. 8. 文 
Stauton, R. G. 9. 文 YU (RR) 1.§1 
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—RUS ER 3 COE din ~and finite projective planes 8.55 
最 大 一 maximal~ 6.§5,8.§5 
最 小 一 minimal~ 6.§5 
Bruck-Ryser 定理 Bruck-Ryser theorem 7.§4 
(6,0,7r,k,A)-2AR (2,v,r,k,A)-configuration 8.§1 
一 的 补 complement of~  8.$1 
一 的 Fisher 不 等 式 Fisher inequality for~ 8.§1 
一 的 关联 矩阵 incidence matrix of 一 8.§1 | 
同 构 的 一 isomorphic— 8.81 
一 的 必要 条 件 necessary conditions for~ 8.81 
Desarguesian 平面 Desarguesian plane 9.81 
Fibonacci 3% Fibonacci number 3.§1 
Galois 48 Galois field 7.51 
Hadamard 组 态 Hadamard configuration 8.52 
Hadamard 不 等 式 Hadamard inequality 8.52 
Hadamard 4pf& Hadamard matrix 8.32 
一 和 整 表示 mand integral representations 8.§ 4,85 
关于 一 的 猜想 conjecture on~ 8.$2,83,85 
关于 循环 一 的 猜想 conjecture on circulants~ 9.§1 
一 的 直 积 direct product of~ 8.§2 
规范 化 的 一 normalized ~ 8.§2 
Kirkman 三 连 系 Kirkman triple system 8.8 1 
Kirkman 的 女生 问题  Kirkman’s schoolgirls problem 1.§1,8.§1 
Laplace 展开 Laplace expansion 2.§ 4 
Legendre 方程 Legendre equation 8.53 
Legendre 定理 Legendre theorem 8.83 
Ramsey 定理 Ramsey’s theorem 4.§1 
Steiner ZÆ Á Steimer triple system 8.§1 
(v, kh, AJAR (v,k,A)-configuration 8.82 
mw LE EE ~and integral representation 8.84 
一 和 最 大 行列 式 ~and maximal determinant 8.§5 
一 和 积 和 式 ~ and permanent 8.§5 
关于 一 的 猜想 conjecture on~ 8.§3,§5 
一 的 关联 矩阵 incidence matrix of~ 8.82 
关于 一 的 不 存在 定理 nonexistence theorem for~ 8.§3 
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ell4e 


(中 文 按 汉语 拼音 排序 ) 
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本 质 的 1 essential 1 6.84 

+F complement 
(b.v,r, 5, A4)- 3E XR S eof (5,v,r,k,A)-configuration 8.81 
(0,1)-48 9E R8 — ~of (0,1)-matrix 8.91 

不 变量 1 invariant 1 6.§3 
关于 一 的 定理 。 theorem on~ 6.§3 


猜想 conjecture 
Euler ~ Euler~ 7.82 
van der Wacrden~ van der Waerden~ 5.§5,6.§ 5,3.§5 
AFRE ^on collineation 8.$5 
XT5msZismM- ~on convex m-gon 4.82 
FREMRI ~ ~on cyclic planes 9.81. —— 
关于 积 和 式 互 不 相等 的 一 ~ou distinct permanents , 8.65 
关于 有 限 平面 的 一 ~on finite planes 7.$ 4,8.8 5 
关于 Hadamard 第 阵 的 一 ~on: Hadamard matrix 8.§3,§5 
关于 Hadamard 循环 阵 的 一 ~on Hadamard circulants 9.§2 
XFRBRN~ ~aon integral representations 8.55 
关于 最 小 积 和 式 的 一 一 on minimal permanents 8.§5 
关于 季子 的 一 ~on multipliers 9.§2 
XT (sk A) BAN~ ~on (v,k,A)}-configurations 8.§3 


d 


aE recurrence 3.§1 
~ KER ~inequality 4.§1 
Ki point 7.§3 
理想 一 ideal~ 7.84 
通常 一 ordinary~ 7.84 
xf He interchange 6.§3 
一 的 最 小 数 minimal number of~ 6.83 
一 定理 ^theorem | 6.83 
对 称 不 平衡 区 组 设计 ( 即 Ce, ks 42-2838 symmetrical balanced incomplete 
block design 8.§2 
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二 项 式 系数 binomial coefficient 1.84 
二 项 式 定 理 binomial theorem 1.§5 
二 次 型 quadratic form 8.§3 
一 | 的 相合 congruence of 8.§ 3 
ERRER a~ ~of matrix 8.§3 
二 次 剩余 Quadratic residue 8.§3 
二 次 非 剩 余 Quadratic nonresidue 8.$4 


f. 


非 本 质 的 1 Unessential 1 6.8 4 


g Dp 


更 列 derangement 2.§ 3 

公共 代表 组 system of common representatives 5.82 

KE BE incidence matrix 5.534 
(5,v,r, k, 42-38 d ag ~of (4,0,7,k,A)-configuration 8.51 
Cuski A -BEARRA ~of (v, k, A)-configuration 8.32 


h 


划分 partition 1.§2 | 
无 序 一 unordered- 1.82 
有 序 一 ordered~ 1.82 
2377 magic square 1.$1 


‘ote 


PE trace 5.85 
最 大 一 maximale 6.§ 4 
最 小 一 miminal~ 6.84 
: 2 set 1.92 
渐 近 公式 asymptotic formula 3.§ 3 
Kap matrix 2.84 
循环 一 circulant~ 8.85 
一 的 相合 congrence of~— 8.83 
一 的 直 积 direct product of— 8.$2 
~ A direct sum of 一 8.§3 
双 随 机 一 。 ‘doubly stochasticm 5.55 
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Hadamard~ Hadamard~ 8.§2 
关联 一 Incidence 5.§ 4 
om BY) He FEAR integral representation of~ 8.34 
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正规 一 normal-- 8.§2 
置换 一 permutation~ 5.§ 4 
(0,1)-—(0,1)-— 2.94,5.§4,6.§ 158.§ 3 
RAS permanent 2.44 
关于 一 的 狂想 conjecture on~ 5.§5,6.§5,8.§5 
关于 一 的 公式 formula for~ 2.84 
循环 阵 的 一 cof circulant 8.45 
XE BEER ~ 一 Of incidence matrix 8.55 
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ETEF Latin rectangle 3.83 
关于 一 的 渐 近 公式 asymptotic formula for~ 3.53 
一 的 扩充 extension of~ .5.83,6.42 ` 
关于 一 的 下 界 lower bound fore 5.83 
规范 化 的 一 normalizede  3.$3 
一 的 个 数 number of~ 3.83 
HIF Latin square 3.§3 
一 的 阶 order of 一 3.§3 
关于 一 的 未 解决 的 问题 unsolved problem on~ 6.52 
类 UCK,K) class 3(K,K) 6.85 
一 中 的 循环 阵 circulants in~ 8.§5 
一 中 的 最 大 积 和 式 maximal permanent in~ 6.85 
一 中 的 最 小 积 和 式 minimal permanent in~ 6.§5,8.§5 
类 UCR, 5) class M(R,$) 6.81 
一 的 存在 定理 existence theorem for~ 6.81 
关于 一 的 对 换 定 理 interchange theorem for~ 6.§3 
Ha~ ^^ normalized 6.§ 3 
一 中 和 矩阵 的 个 数 number of matrices ine 6.81 
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品种 varieties 8.§1 


平衡 不 完全 区 组 设计 balanced incomplete block design 8.81 | 


排列 permutation 1.83 


区 组 blocks 8.§1 
区 组 设计 blocks design 8.81 
E group 1.83 
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~AR coset of 一 5.82 
一 作为 拉丁 方 ~as Latin square 3.§3 
F~ multiplier-^ 9.§ 2 

权 weight 2.$1 


ABER ménage number 3.§ 2 


射影 平面 projective plane 7.83 

~F Bie duality in~ 7.§3 

一 的 衡 接 关系 ” incidence relationin~ 7.§3 
四 平方 定理 four-square theorem 8.§3 
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同 构 isomorphism | 
(5,v,r, kK,A)- i S ~ ~of (b,v,r, k, A)-configurations 8.81 
ZR ~of difference sects 9.82 

条 line 
矩阵 的 一 ~of matrix 5.$5 


完备 组 complete set 7.81 
关于 一 的 存在 定理 existence theorem for~ 7.81 
完备 差 案 perfect difference set 9.$1 
~ER 一 and circulant 9.§1 
一 和 Hadamard WA ~and Hadamard configurations 9.§1 
不 动 的 一 fixing of 一 9.$2 - 
- eig $3 isomorphism of~ 9.52 
一 的 乘 子 multiplier of 9.§2 
平面 一 planar~ 9.§1 
问题 problem | 
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Montmort~ . ~of Montmort 2.83 
女生 一 ^ of schoolgirls 1.§1,8.§ 1 
36 名 军官 一 一 of 36 officers 1.§1,7.§2 
ABC probléme des ménages 3.82 
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+ SERA ~ eof matrices 8.§ 3 

多 项 式 的 一 ~of polynomials 9.82 

本 次 型 的 一 ~of quardratic forms 8.§3 
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行 和 向 是 row sume 6.$1 

FAA column sum~ 6.81 
SHR term rank 5.§5 

关于 一 的 基本 定理 fundamental theorem on~ 5.85 

中 间 一 。 intermediate 6.84 

最 大 一 maximal 6.§4 

最 小 一 minimale (6.84 
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映射 mapping 1.§3 
4B finite field 7.§1 
有 限 射 影 平面 finite projective plane 7.53 
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循环 一 cyclic 9.81 
关于 一 的 看 在 定理 existence theorem for~ 7.84 
关于 一 的 不 存在 定理 nonexistence theorem form 7.§ 4,8.83 
原理 Principle 
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BE~ pigeon-hole~ 4.$1 


阵列 aray 2.84 
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-一 的 存在 定理 existence theorem fore 7.81 ` 
nzxlÜ(mod 127) 阶 的 一 efor n=10(mod 12) 7.82 
组 合 combination 1.§4 | 
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附 : B ABE 


$ 1. 引 论 


我 们 先 用 一 个 使 人 感 兴 趣 的 例子 来 说 明 怎 样 用 和 矩阵 等 式 来 表 
述 某 些 组 合 问题 .假定 我 们 有 一 个 矩形 R, 它 的 高 和 长 分 别 等 于 正 
Em An, BEROR 个 小 矩形 ， 每 个 小 矩形 的 高 和 长 也 是 
TEER. 然后 把 这 些小 矩形 任意 编号 为 1, 2， … 上 。 下 图 是 m= 
4, n 二 5 和 和 zt = 6 的 一 种 情形 ， 


设 4 是 一 个 mm 行列 的 矩阵 ,我 们 就 称 4 为 m X ”型 的 ， 如 
果 4 的 元 素 只 取 0 或 1 这 两 个 整数 ， 则 称 4 为 一 个 (0,1). 
现在 ,我 们 给 上 图 中 的 矩形 结合 上 两 个 分 别 为 4X6 型 和 6X5 型 
的 (0, 1)- 和 矩阵 : 


3 


0 
0 
1 
1 


= oHm © © 


0 
1 
1 
1 


Q O m m 
O oo = 
O Cc m o 


*) 本 文 是 作者 根据 他 于 1973 年 12 月 10—14 日 在 加 利 福 尼 亚 大 学 圣 巴 巴 拉 分 
校 举 行 的 矩阵 理论 会 议 上 所 作 的 讲演 写成 的 。 后 来 收集 发 表 在 < 组 合 学 研究 > 
一 书 的 1—21 W, MX Combinatorial Matrix Theory, 该 书 是 由 G. C. 
Rota 主编 的 一 本 综述 论文 集 , 它 是 美国 数学 协会 的 “数学 研究 ”丛书 的 第 17 卷 ， 
干 1978 年 出 版 。 由 于 本 文 完成 于 作者 的 < 组 合 数学 » 一 书 出 版 的 十 年 之 后 ， 内 

e 容 又 与 该 书 一 脉 相 承 且 有 所 补充 ， 所 以 译 出 作为 它 的 附录 .一 一 译 者 注 
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(1.1) 


O m. O O m 
ÉÍÓo o o m 


0 
H 
0 
0 ° 
0 


O KF O O O m 
D e CO me + CQ 


0 0 1 

Xx 的 第 i 列 中 所 有 的 1 NEB AHN, LTRS TS 
形 i 的 高 。X 的 第 i 列 中 最 高 的 1 与 最 低 的 1 的 位 置 则 标明 和 矩形 
i 相对 于 整个 矩形 RR 的 上 下 两 条 水 平 边 的 位 置 。 类似 地 ，Y 的 第 
i 行 中 所 有 的 1 也 是 一 个 紧 接 着 一 个 出 现 ， 并 且 1804 XC TAB 
形 j 的 长 ; 了 的 第 i 行 中 最 左边 的 1 与 最 右边 的 1 的 位 置 则 标明 
矩形 7 相对 于 整个 矩形 RR 的 左右 两 条 垂直 边 的 位 置 ， 如 将 矩阵 X 
与 Y 相 乘 , 则 得 

- - XY =J, | (2) 
这 里 , 7 是 4X5 型 的 全 158p. 

这 种 情况 并 不 是 个 别 的 巧合 。 事 实 上 ， 由 和 矩阵 乘积 的 定义 不 
难 导出 ， 把 矩形 按 上 述 方式 进行 划分 这 件 事 正好 等 价 于 研究 矩 阵 
EA (1.2), 其 中 XX 和 YY 分 别 是 w X :和 :xX à 型 的 (0,1)- 和 矩阵 ， 
] fim x n 型 的 全 1 矩阵 ,并 且 XX 的 每 列 中 的 1, 以 及 Y 的 每 行 中 
的 1 都 是 一 个 紧 接 着 一 个 出 现 的 . | 

矩阵 理论 提供 了 一 种 研究 种 类 繁多 的 组 合 问 题 的 极 有 力 的 工 
A. 以 下 我 们 将 概述 各 种 各 样 的 课题 中 的 某 些 课题 。 由 于 这 整个 
领域 一 直 是 极为 活跃 的 ， 所 以 我 们 既 讨 论 古典 结果 也 讨论 近代 的 
结果 . m 

§ 2. 关联 矩阵 

WX — {x,, +++, x) 是 一 个 = 元 非 空 集合 ,我 们 就 说 X 是 一 
个 2- 集 . 又 设 Xi eo Xs 是 x- 集 X 的 m 个 子 集 ,它们 不 一 定 互 
不 相同 。 这 个 由 XX 及 X, X. 构成 的 组 态 (configuration) 有 
很 大 的 普遍 性 。 它 在 组 台 理 论 的 文献 中 到 处 反复 出 现 。 如 果 当 
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LEX BE a; 一 1, 而 当 zQW X; NS a; 一 0。 这 样 得 到 的 m X 
n 型 (0, 1)-5BBE 
A--[a5] — G=b cto miim ls -.,25) (2.1) 
就 称 为 关于 XX 的 子 集 Xu. Xm RRM. ABUSE P 行 展示 
FRX; 而 第 7 列 则 展示 元 素 x; 是 否 属于 这 mm 个 子 集 的 情况 。 A 
Mh, ABU TER Xo etts Xe 以 及 元 素 x coo» He 是 否 属 于 这 
此 于 集 的 情况 的 一 个 完全 措 述 | 
我 们 可 以 将 n- X BJ0CR DILE. x Bgxx m THO EE aX 
REA RRA 28 ds 85/8 & A. FARRAR BRK, H 
a9 b 5 BER ar X BE 
PAQ Q. 2) 
— 这 里 P 蚌 一 个 m 阶 置换 方 阵 , 8 是 一 个 
n 阶 置 换 方 了 泗 。 BU. 我 们 主要 关心 关联 逢 阵 在 行 以 及 列 的 任意 
置换 下 保持 不 变 的 性 质 . 
把 一 个 x- 集 的 2 个 子 集 用 m X n 型 的 (0,1)- SEK 4 来 表示 ， 
这 是 极为 重要 的 ， 因为 这 使 我 们 能 够 把 强 有 力 的 年 阵 论 技 3 用 有 
研究 组 态 的 组 合生 质 , 我 们 总 是 可 以 组 成 矩阵 等 式 
AAT = B (2.3) 
和 . 
| AA =C, (2.4) 
这 里 A 是 4 的 转 慎 和 矩阵， KN, BA CHAMB oO UL 
素 为 非 负 整数 的 对 称 方 了 泗 ， 这 些 矩 阵 已 经 展现 了 这 些 子 集 的 不 少 
内 在 结构 ， 我 们 注意 到 , BAG, 7) 元素 记录 了 Xi 站 Xi 的 元 素 个 
数 ， 而 C 的 (i, i) JU MIG T Em PFR Xis ttt XS 中 有 多 
少 个 同时 含有 r; 和 z; | f 
XT(C,1)-3BBEBS E 3E AMBER ZETA König 3E 
m., (这 个 定理 也 常 称 为 Konig-Egerváry 定理 和 Frobenius-Kónig 
定理 .围绕 这 个 定理 以 及 和 它 有 关 的 一 些 定理 ,如 P. Hall" WX 
于 相 异 代表 元 组 的 定理 ，Dilworthma 的 关于 偏 序 集 的 定理 、 以 及 
Ford 和 Fulkerson ™ 的 关于 极 大 流 与 极 小 截 的 定理 等 ， 有 很 多 文 
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BA. 这 些 论题 在 Mirsky 的 [29] 中 都 有 根 当 详尽 的 讨论 。 在 [33] 
中 有 König 定理 的 一 个 简短 而 自 是 的 证 明 。 在 以 下 的 讨论 中 , 我 
们 把 矩阵 的 一 行 或 一 列 统称 为 矩阵 的 一 条 . 

定理 2.1。 设 4 是 一 个 m x n SR (0,1)-2BEg.. 那么 ,4 的 
可 以 盖 住 4 中 全 部 1 的 最 少 的 条 数 等 于 4 中 两 两 不 在 同一 条 上 的 
1 的 最 大 可 能 个 数 . | 

Konig 定理 有 如 下 的 集合 论 解释 :从 我 们 的 组 态 中 删 去 一 些 
子 集 和 元 素 使 剩 下 的 子 集 都 是 空 集 时 ， 所 必须 删 去 的 子 集 数 与 元 
素数 之 和 的 最 小 值 等 于 从 每 个 子 集 中 至 多 选 一 个 元 素 时 所 能 选 出 
的 两 两 不 同 的 元 素 个 数 的 最 大 值 。 


$ 3. 积 和 式 


以 4 一 [aj] 表示 一 个 m X n 型 矩阵 , 它 的 元 素 属于 域 ,并 
上 且 设 m 三 x. 4 的 才 个 两 两 不 在 同一 条 边 上 的 元 素 之 积 称 为 4 的 
一 个 对 角 线 积 ，4 的 积 和 式 peld) 定义 为 4 的 所 有 对 角 线 积 之 
和 ， 即 


per( 4) me Mb Gals? Anim (3.1) 


这 里 和 式 遍 取 l, 2,... ,7 的 所 有 加 ~ 排列 (iss lay ***y im). 

和 矩阵 4 的 这 个 数值 沙 数 在 组 合 论文 献 中 到 处 反复 出 现 . 它 之 
所 以 如 此 常见 的 原因 之 一 在 于 , 当 4 是 (0,1)- 和 矩阵 时 ,per(4) 等 于 
4 的 非 零 对 角 线 积 的 个 数 . 为 了 了 解 积 和 式 ， 可 看 文献 719, 35 88. 
有 积 和 式 的 一 个 详尽 的 综述 . 

我 们 现在 讨论 = 阶 方 阵 的 情形 ， 这 时 ， 积 和 式 与 行列 式 有 着 
同样 类 型 的 表达 式 ， 所 不 同 的 是 ， 3.1) 式 右边 的 每 个 乘积 没有 
+1 这 样 的 因子 . 但 是 ，perC4) 不 是 4 的 乘 性 函数 . 而且 ， 将 
4 的 某 一 行 乘 以 某 一 因子 再 加 到 另 一 行 上 去 之 后 , per CA) 并 非 不 
dE. 这 些 事 实 使 得 求 per(4) 的 值 比 求 det(4) 要 困难 得 多 、 FR 


*) 现 在 已 有 更 全 面 的 专著 [和 4]。 一 一 译 者 注 
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关于 per(4) 的 公式 是 逐步 淘汰 原理 中 的 一 个 推论 。 RNA 
某 一 行 (一 条 ) 元 素 之 和 称 为 矩阵 的 一 个 行 和 (条 和 ). 

定理 3.1.， 设 4 是 元 素 属于 域 丰 的 一 个 2 阶 方 阵 . BADE 
r 个 列 的 元 素 都 改 为 0 后 所 得 的 方 阵 记 为 4,. 4, 的 各 行 的 行 和 
之 积 记 为 SC4， 我 们 有 

per( A) = SCA) — ESCA) 十 ESCA) 
— d CCD'" CA) (3.2) 
这 里 和 式 225A) 是 对 所 有 可 能 的 4, RA. 

Jurkat 和 Ryser?4 引进 了 求 # 阶 方 阵 4 的 积 和 式 的 与 此 很 不 
相同 的 技巧 。 这 时 把 perCA) 当 作 1 阶 方 阵 , 并 将 它 表 为 二 个 和 矩阵 
之 积 ， 其 中 每 个 矩阵 都 由 4 的 单个 的 行 按 某 种 有 趣 的 递 推 结构 组 
BE. 对 deld) 也 有 类 似 的 矩阵 因子 分 解 .我 们 用 2 阶 和 3 阶 的 情 
襄 来 说 明 这 种 和 抢 阵 因子 分 解 等 式 : 

per( 4) A= | "| 


b, 
[a 1| | = abst n=] 
typ Tea), b, ba? 


b; b, 0 C3 (A) 
[a 43 a; ] +ó, 0 b, te = {PEN 


idet( 4 
0 +4, +b, O 


我 们 指出 ， 将 求 per(4) 的 两 种 公式 的 计算 有 效 性 加 了 以 比较 ， 
这 本 身 就 是 一 个 有 一 定 意 义 的 课题 231. 

perCA) 和 deld) 的 矩阵 因子 分 解 式 提示 我 们 、 有 可 能 存在 
多 种 多 样 的 富 于 组 合意 义 的 矩阵 恒等式 . 在 这 方面 ， 我 们 要 指出 
Amitsur 和 Levitzki 的 一 个 很 值得 注意 的 恒等式 . 设 di, dA 
是 元 素 属 于 域 卫 的 ”=” MAR, 定义 | 

[4:5 °°, 4d - 5$ sgn(o) An * * Aogs (3.3) 

i BAI ARLE 1, I RAAT ARES Oo. 

定理 3.2. Ay +++, An 是 元 素 属 于 域 了 的 = 阶 方 阵 , 则 有 
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[Ai °**, An] = 0. (3.4) 
| Swan 9"! 给 出 了 Amitsur-Levitzki 恒等式 的 一 个 基于 图 论 的 
WEAR. Amitsur-Levitzki 恒等式 是 所 谓 “ 行 列 式 ”类 型 的 。 如 能 得 
到 “ 积 和 式 ” 类 型 的 有 关 的 矩阵 恒等式 ， 那 将 是 非常 有 意义 的 工 
fe. l | 
| 积 和 式 理 论 中 最 著名 的 论题 是 所 谓 van der Waerden 猜想 . 一 
个 = 阶 方 阵 称 为 是 双 随 机 阵 , 即 4 的 元 素 都 是 非 负 实数 ,并 且 每 一 
个 条 和 都 等 于 1. van der Waerden 猜想 断言 ， 每 个 = 阶 双 随机 阵 
LES y | 
per(A) Z2 nt/n”. (3.5) 
Mp4 0J0 是 二 阶 全 工 方 阵 ) 时 ,(3.5) 式 中 的 等 式 成 了 这 ， 这 可 
能 是 (3.5) 式 中 等 式 成 立 的 仅 有 情形 。 van der Waerden 猜想 的 正 
确 性 只 对 = 的 头 几 个 很 少 的 值 证 验证 过 . 
下 述 Marcus 和 Newman 的 优美 的 定 再 ， 对 van der Waerden 
猜想 的 可 能 的 正确 性 增加 了 一 些 支 持 ; 
定理 3.3. afin PAT ENESE TERO IRRE MLER» 则 4 满足 


per( 4) 2t —, (3.6) 


并 且 (3.6) 式 中 当 且 仅 当 4 =r 时 ， amar. 

在 研究 (0,1)- 和 矩阵 的 积 和 式 时 ， 还 产生 了 一 些 有 意思 的 不 等 
式 和 猜想 . 设 4 是 * 阶 (0, 1)- 和 矩阵 , 4 的 每 一 个 条 和 都 等 于 大 , 
是 在 区 间 1 «OR x ^ 内 的 一 个 固定 的 正 整 数 , 则 M. Hall PRS 
式 断 言 

per A) > kt. | (3.7) 
但 作为 下 的 函数 的 perC A). 的 最 小 值 还 远 未 为 人 所 知 . 事实 上 ,我 
们 可 以 把 定 出 peld) 的 这 个 最 小 值 当 作 van der Waerden 原来 的 
问题 的 “离散 形式 。 ” 


*) 有 关 积 和 式 的 更 详尽 论述 。 "ISO REGE [4141 以 及 对 它 的 长 篇 书评 ; van der 
Waerden 猜想 ,近年 已 得 到 证 实 * 读 者 可 参看 < 数学 译 林 > 1981 年 第 3 期 60 一 65 
页 和 1982 年 第 4 期 360 一 365 页 ,一 一 译 者 注 
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$ 4. 对 称 区 组 设计 


我 们 现在 来 定义 一 些 组 态 ， 它 们 在 组 合 和 矩阵 论 中 起 着 很 重要 
AA > Fe} RI o TEM Ky n X, BK 


* 9 o #® 9% 9H 


每 个 X， Wu xU B 子 集 . GA) 
每 个 X; X;G 关门 都 是 的 条 子 集 。 (4.2) 
Rr, k 44 合 于 0 二 4 二 二 vy 一 1. (4.3) 


由 上 列 条 件 可 知 ， 一 个 (vz,《, 4)- 设 计 的 关联 矩阵 4 是 一 个 


满足 矩阵 等 式 
AAT = (k — aI +A) O (44) 


AY » Bro. 1)-4BBE. ZECA. 40031, 4’ 是 矩阵 4 的 转 置 ， Id» BA 
位 阵 而 J 3E v 阶 全 1 矩阵 . 

现在 我 们 来 证 明 ， C k, 4)- 设计 的 关联 矩阵 4 必定 是 正规 
的 , 即 有 
由 简单 的 计算 可 知 | 

det((k — 491 + AJ) = Ck — L + av) CR — A) 0. (4.6) 
从 而 4 是 非 退 化 矩阵 ,我 们 记 44 的 逆 阵 为 A", 于 是 ,我 们 有 


AAT ATA, ` (4.5) 


AJ =k], AJ = RY, | 7 (42) 
(4.4) 式 两 边 右 乘 以 7, 得 7 | 
AAT] = (k — X + àv)J. (4.8) 
于 是 由 (4.7),(4.8) 可 得 
(0 ATF = (R-AK AREY, (4.9) 
再 将 (4.9) 式 两 边 取 转 置 ,得 0 | 
| JA — (k — à+ ADR, (4.10) 
从 而 有 ， 
JAJ = (k — A + RJ, (4.11) 
但 由 (4.7) 又 可 得 - | | | 
7 JAJ = kv], (4.12) 
由 此 我 们 就 得 到 有 意义 的 关系 式 


e 126 e 


k—-A= ki — Ww, (4.13) 
于 是 由 (4.13),(4. 10) 式 可 得 


JA 一 MJ. (4.14) 
最 后 ,我 们 有 
ATA = A7(4A47) A = (k — I + A4 JA 
| = (k — à) +A, | | (4.15) 
而 这 就 是 所 要 的 结论 . 


组 合理 论 的 一 个 主要 未 解决 的 问题 是 确定 zz，*，4 的 精确 的 
取 值 范围 ,对 于 在 此 范围 内 的 参数 (v, ,4)- 设 计 存 在 . 已 经 知道 
BRR, A 远 不 是 可 以 任 取 的 , 因为 它们 不 仅 必须 满足 (4.3) 式 ， 
还 要 合 于 (4.13) 式 , 此 外 , 所 仅 知 的 关于 参数 的 必要 条 件 , 即 下 述 
Bruck-Ryser-Chowla 关于 Co, k, 4)- 设 计 的 存在 定理 ; 
| “定理 41. BANER v, kA FE Co, ks 1)- 设 计 , 那 么 ， 
AUR © r 是 偶数 ， mi & 一 2 是 平方 数 ; AUR v 是 奇数 , 则 x, y, z 的 不 
EE | 
Ry t C—1) gà (4.16) 
必 有 一 -组 不 全 为 零 的 整数 解 . 
v 是 偶数 时 的 断言 ,可 以 从 (4.6) 式 中 算出 的 行列 式 必 须 等 于 
平方 数 这 一 事实 直接 得 知 . Br 是 奇数 的 情形 ， 就 需要 对 有 理 数 
域 上 的 矩阵 相合 关系 作 较 深入 的 分 析 ， : 
— 参数/, 《和 X 的 某 些 特殊 集合 本 身 具有 很 大 的 重要 性 . 所 
Wo eR PER GER 
v= i tnt, k™=nt1l, aml  (»z2).17) 
时 的 (e, 4k，2)- 设 计 。 几何 中 的 有 限 射影 平面 相当 于 代数 中 的 有 
PRIR. 但 是 ， AAG ROBE ZERWIE I., mS PR A EE mAy 
构 则 远 非 如 此 . DE 
"———Ó 3 ,有限 射 影 平面 容易 BARRE. 
AARARHES PRM CRRA. 最 小 的 未 定 阶 数 是 
n 一 10， 构 作 一 个 10 阶 平面 等 价 于 找 出 一 个 111 Bri (Co, 10-58 
Be 4, 使 得 AAT 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 等 于 11, 其 余 元 素 都 是 1. 
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这 个 问题 已 被 深入 地 研究 过 29， 并 且 也 许 是 具有 纯 有 限 特点 的 未 
解决 问题 中 最 著名 的 一 个 . | 

我 们 现在 再 指出 某 些 会 导致 另 一 类 重要 的 〈"，, k, 4)- 设 计 的 
ABE. RHAGUROS 1 或 一 1 的 # 阶 和 矩阵。 Iu Hi EBEFA 

HH! — nl, (4.18) 
其 中 HT dk He BE I JE Br Ate, MRA ” BY Hada- 
mard ABER. 不 难 验 证 Hadamard 知 阵 的 阶 是 nw 一 1.2 或 | 
n == 0(mod 4), 

ANTE, SF — DY Rt n = 0(mod 4) 一 定 存在 Hadamard 定 阵 . 
如 今 ,对 于 # 的 许多 值 , + 阶 Hadamard BRE BUDE BOE T. 

一 个 Hadamard 矩阵 的 一 行 或 一 列 绞 以 —1 后 仍 是 Hadamard 
AREE. 因此 我 们 不 妨 假 定 Hadamard SORES 1 行 和 第 1 PAY Ic 
素 都 是 1, 这 样 的 Hadamard 矩阵 称 为 规范 化 的 . 现 设 五 是 一 个 规 
范 化 的 Hadamard 矩阵, HAUT n = 4¢ > 8, 去 掉 瑟 的 第 1 行 、 第 1 
列 ,再 把 鼠 中 的 每 个 一 1 都 改 为 0, 我 们 就 得 到 一 个 v= 全 一 1 阶 
的 (0,1)- 和 矩阵 4， 从 4 的 结构 直接 可 知 , 一 个 规范 化 的 n = 41 
8 阶 Hadamard E SET —7- 2 309 
| l v = 4t — l], k =2t— 1,4 =™=żt—1 (2 z 2) (4.19) 
B) Cos ko 4)- 设 计 ， 这 种 设计 称 为 Hadamard 设计 。 因此 ， 关 于 
Hadamard 矩阵 存在 性 的 主要 狂想 等 价 于 对 于 一 切 参数 组 (4.19) 存 
在 Hadamard 设计 的 猜想 . 

再 一 类 近来 颇 受 人 注意 的 特殊 的 (vr,*，%)- 设 计 是 参数 4 一 
2 的 设计 。 这 类 设计 称 为 双 平 面 ,它们 实际 上 很 少 中 . 这 种 设计 目 
前 只 知道 很 少 几 个 。 人 们 实际 上 是 这 样 猜 想 的 : 对 每 个 固定 的 值 
A>1,0,k, 7)- 设 计 的 个 数 都 是 有 限 的 . ——— 

我 们 不 想 再 进 一 _ 步 概述 有 关 对 称 区 组 设计 的 众多 文献 了 ， 在 
Dembowski[ 9], Hall [17] 和 Ryser [31] 书 中 都 有 这 种 概述 . 


$ 5. 对 称 区 组 设计 的 近期 变 体 
在 (v,%，4)- 设 计 的 定义 中 ,条 件 (4.3) 并 不 重要 ,因为 它 只 用 
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来 排除 一 些 退 化 情形 .但 对 定义 这 种 组 态 来 次 , 条 件 (4.2) 却 是 根 
本 性 的 。 条 件 (4. 世 的 状况 不 大 明朗 .在 Ryser” 和 Woodall! 所 
证 明 的 下 述 定理 中 , (4.4) 式 右 端的 数量 矩阵 被 换 为 一 个 对 角 甜 
阵 , 从 而 使 我 们 知道 一 些 当 放弃 条 件 (4.1) 后 将 会 发 生 的 情况 . 
定理 5.1.， 设 4 是 一 个 >” (1) 阶 的 (0,1)- 矩 阵 , 它 满足 矩阵 
等 式 
| AAT = diaglk, — à, ++, ka — 4] +A (5.1) 
其 中 A & ALERT J EMS BEM k 不 全 相等 ， 
MAWC<A<kG—™1,---,2), WABAZTPAANTA c 及 
€1» 这 两 个 数 满足 | 
e, 0 c; 7 n - 1. (5.2) 
以 定理 5.1 中 的 和 矩阵 4 CESAR ABPERUAB zs, 是 对 称 区 组 设 
计 的 变 体 , 称 为 关于 个 元 素 的 4- 设计 . % 一 工时 的 人 -设计 具有 
特别 简单 的 结构 。 可 以 证 明 , 对 每 个 > 3,1 一 1 的 人 -设计 唯一 
FEN, 
= {2, 3, ”3 n), l 
X, = {1, Net, X= {1,n}. l 
这 与 有 限 射影 平面 的 情况 截然 相反 . 还 可 以 证 明 ;4 = 2 的 林 设 
计 也 唯一 存在 外; 
{1,2,4},{1,4,6,7},{2,5,7,1},13,6,1,2},{4,7,2,3}, 
{5,1,3,4},{6,2,4,5}. 
通过 将 对 称 区 组 设计 的 关联 矩阵 作 简单 而 适 宣 的 变动 。 我 们 
- 就 可 以 构造 出 IOHIPDUUS. 用 这 种 手续 所 构造 的 一 蕊 4- 设计 ( 包 
fü i 二 1 时 的 困 设 计 ) 都 称 为 第 一 类 -设计 .入 们 狂想, 所有- 设 
计 都 是 第 一 类 的 。 当 1 委 9 时 ,这 个 猜想 已 被 验证 为 对 的 2 4 。 
我 们 由 此 看 到 , 条 件 (4.1) 在 对 称 区 组 设计 中 的 作用 并 没有 完 
全 乔 清 楚 。 人 们 还 不 知道 当 去 掉 这 个 条 件 后 是 否 会 有 异样 的 新 组 
态 存在 ， 
下 述 Woodall HEH, 对 于 人- BER TRIIR 先 对 CE 
,4)- 设 计 提 出 的 那个 间 题 : 


es。 129 。 


` " z ; u vec] Per TE dip eaae om cei ba 
c9" moiagemE nU up v Mei Hr Ce ee Loe ea yhe M ir un v HU XA Rx Coney 


定理 52. 对 每 个 确定 的 值 1 > 1,4- 设 计 的 个 数 是 有 限 的 。 
4 设计 可 以 看 成 是 通过 改动 矩阵 等 式 (4.4) 的 右 端 而 得 到 的 
对 称 区 组 设计 的 一 个 变 体 。 Bridges 和 Ryser 忠 的 下 述 定理 就 说 到 
了 矩阵 等 式 (4.4) 左 端的 一 种 改动 法 : 
定理 5.3。 设 X 和 Y 是 # 汪 1 阶 的 非 负 整 矩 阵 , 它 们 合 于 
XY = (KC— DI T AJ, | (5.3) 
其 中 了 是 # 阶 单位 阵 , J 是 # 阶 全 1 阵 . BE kA mE k 
与 1 互 素 ,那么 ， 存 在 正 整 数 > As, 使 得 XX 的 每 一 个 条 和 都 等 于 
r,， 帮 Y 的 每 一 个 条 和 都 等 于 s。 这 里 
rs = k d-(n—1)4. | (5.4) ` 
此 外 还 有 | 
XY —YX. mM © 5.5) 
REM. ABER AER (S3) EE RU SR Gre PORE MA (5.3) 的 
d usce e SB TIRE eR TE D] uU? | | ! 
应 该 注 明 , 在 定理 5.3 rh, k v5 1 这 个 假定 是 假设 条 件 中 的 实 
” 质 部 分 ， 举 例 说 ,如 将 第 一 节 中 的 矩形 R 取 为 边 长 是 » 的 正方 形 . 
再 将 尺 分 成 # 个 小 矩形, 每 个 小 矩形 都 有 整数 的 高 和 长 。 根据 第 
一 节 和 的 讨论 ,这 种 分 割 将 产生 两 个 # 阶 (0,1)- 和 矩阵 天 和 Y 了 ,使 得 
XY =J, (5.6) 
但 这 时 XX( 以 及 Y) 都 未 必 具 有 相同 的 条 和 . | 
SU AE A 7 BrCo, 1) -XSEE3E BASE A IOS RB EE X 
42 - J, mE (5.7) 
ISP 58 XX JE XEUESE HU DB (central groupoid), PTR Cuniversal 
algebra) 以 及 每 一 对 顶点 恰好 有 一 条 长 为 2 的 路 相连 接 的 图 时 目 
然 引 出 的 中 。 这 里 不 去 追 索 它 的 这 些 应 用 .重要 的 是 要 牢记 我 们 
所 讨论 的 各 种 和 矩阵 等 式 都 具有 深远 的 含义 . 
我 们 现在 来 探究 满足 矩阵 等 式 (5.7) BY 2 Bt CO, DD)- 和 矩阵 4 的 
结构 。 分 别 用 4 乘 (5.7) 式 的 两 边 ,得 | 
JA = AJ = A’, |. (8) 
然后 用 J ER (5.8) XS B 
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J'A-—nJA-—JAJ — e, (5.9) 
这 里 。 < 是 4 的 所 有 元 素 之 和 . 由 此 可 知 , 4 的 每 个 条 和 都 等 于 


e 


<- 一. (5.10) 
但 以 J TER CICERO SALUS URS 
c? == n, (5.11) 


从 而 可 知 满足 (5.7) 式 的 二 阶 (0，1)- 和 矩阵 4 的 阶 数 n 必 为 平方 数 。 

当 n 是 一 个 平方 数 时 , 不 难 构 作 (5.7) 式 的 一 个 BR AE. P] 
如 ,对 于 一 4, 这 个 "自然 " 解 是 : 

1 1 0 0 

0 0 1 1 

1100] 

0 0 11 
于 是 人 们 试图 对 (5.7) 式 的 所 有 解 作 分 类 ， 这 个 问题 是 Hoffman?! 
提出 的 ,但 至 今 还 没有 得 到 解决 . 

我 们 来 对 满足 (5.7) 式 的 (0,1)- -矩阵 4 作 进一步 的 计算 ， 4H 
HJ 有 一 个 1 重 特 征 根 ”和 一 个 (2” 一 DBRT 0, 从 而 由 特征 
根 的 熟知 性 质 可 知 , 4 具有 一 个 1 重 特征 根 tc 和 一 个 (n 一 DX 
特征 根 0. 但 4 的 + 个 特征 根 之 和 应 等 于 4 的 主 对 角 线 上 元 素 之 
和 ,所 以 4 的 非 零 特征 根 必定 是 c 而 不 是 一 ec。 我 们 的 结论 是 ， 任 
-HEDEG Ry » Br Co, L)-3BB 4 ,其 主 对 角 线 上 恰好 有 < 个 
l, | 

AA DERE RE S 36.7) B T ES MEE., 对 此 我 们 提出 
下 列 参考 文献 : [3,20,34]. 


(86. 未 定 元 和 关联 矩阵 *， 


我 们 回 到 第 二 节 开 始 所 讨论 的 >- 集 X — (n, n) 及 其 
m 个子 集 Xis 7*5 Xp. 可 以 重 提 一 下 ， 也 的 这 些 子 集 的 关联 和 矩 


*) 本 节 可 参看 Ryser 后 来 发 表 的 综述 文章 [45]， 一 一 译 者 注 


e131 o 


阵 是 一 个 m X 2 ZUR (0, 1)- 和 矩阵 4,4 的 第 i 行 展 示 子 集 Xio m 
4 的 第 7 列 则 展示 元 素 x; 是 否 属于 这 些 子 集 的 情况 . 
现在 我 们 把 2- 集 X = {r3 …， xn} 的 元 素 当 作 有 理 数 域 上 
的 ”个 独立 的 未 定 元 ,并 且 也 用 和 X 来 记 ” 阶 对 角 阵 
X = dag[z, +, xn]. | (6.1) 
在 校 近 的 论文 [35] 中 ,Ryser BLA TABEF | 
AX AT =Y, (6.2) 
其 中 A’ Ry 4 的 转 置 ， | 
矩阵 等 式 (6.2) 以 一 种 非常 紧 竣 的 方式 包含 了 大 量 信 息 。 这 
里 Y 是 一 个 mw 阶 对 称 方 阵 而 这 个 方 阵 的 结构 我 们 是 清楚 的 . Y 的 
Gj) 位 置 上 的 元 素 等 于 LNX 中 的 未 定 元 之 和 .所 以 Y 给 出 了 
n- XTE Xo tes XS 的 所 有 交集 XX; 的 明晰 表示 ， 
矩阵 等 式 (6.2) 在 讨论 某 些 类 型 的 集合 相交 问题 时 是 有 用 的 . 
也 有 人 研究 过 一 个 更 广 一 些 的 矩阵 等 式 的 代数 性 质 ™. BA 
RRS ZH SA A 14, 15,22,36]". 
我 们 现在 指出 矩阵 等 式 (6.2) RS EMI d 
的 秩 的 标准 的 定理 可 知 有 
| rank( Y) = rank( A4). (63) 
而 对 于 m 一 s 这 个 特殊 情形 ,我 们 对 (6.2) 两 端 取 行列 式 可 得 


det( Y) = (det( 4))? IT xj (6.4) 


‘WERE Ak (6.2) fy Ae REG RATA F KH AR DUE 
意 有 理 数 值 . 每 赋予 一 组 值 就 给 出 描述 我 们 的 子 集 的 组 态 的 关联 
和 矩阵 4 所 必须 满足 的 一 个 矩阵 等 式 . 例如 , 令 neal, 
则 (6.2) 式 就 变 成 了 先前 的 等 式 (2.3), 而 (2.3) RAH B 揭示 了 
子 集 的 交 中 的 元 素 个 数 ， 不 能 排除 矩阵 等 式 (6.2) 有 重要 应 用 的 
可 能 性 ， 这 种 应 用 或 许 是 巧妙 地 赋予 坟 定 元 以 数值 ,从 而 使 第 四 、 
五 抹 的 那些 未 解决 间 题 得 到 新 的 启示 。 


*) 还 可 参看 H. J. Ryser 的 最 新 综述 论文 [46], REE 
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Sure oki 2C dE e Ehi AMARA A 
E. 第 二 节 所 说 的 Konig ERP m X » 型 (0, 1-6. 
这 个 定理 可 以 直接 推广 到 元 素 属于 域 的 任意 的 mX na 型 矩阵 
A, 

定理 61。 设 4 是 元 素 属 于 域 f 的 m xX nMn. MBA, 
的 可 以 瘟 住 4 中 全 部 非 零 元 素 的 最 少 条 数 ， 等 于 4 dne 
一 条 上 的 非 零 元 素 的 最 大 可 能 个 数 ， 
A 中 两 两 不 在 同一 个 条 上 的 非 零 元 素 个 数 的 最 大 值 ， 称 为 4 
的 项 秩 。 现 在 我 们 放弃 早先 的 记号 而 以 
X = [x] G = 1, +++, mj 1,.*, 2) (6.5) 
”表示 一 个 m X n 型 矩阵 ， 其 元 素 xij 是 上 mz 个 独立 的 未 定 元 。 
我 们 把 4 与 x 的 Hadamard 积 
i | M = A*X = [ax] (6.6) 
HOS AERISIRE. MEST 2 HA 
F* 一 Fl xis xi35 °° *%s Lunds (6.7) 
现在 已 号 知道 形式 关联 矩 细 在 不 少 各 HEWA R AHH? 
30) 其 原因 之 一 在 于 4 的 一 个 重要 的 组 合 不 变量 等 于 MM 的 一 
个 代数 不 变量 , 即 4 的 项 秩 等 于 M 的 秩 . 这 个 被 Edmonds HES 
到 的 事实 可 以 这 样 来 推导 : HEAR REM LATA, MA 
A rGiFeRNAWMRAAS, SAMY ADAMS EEK 
Ar. 但 矩阵 的 秩 等 于 具有 非 零 行 列 式 的 子 方 阵 的 最 大 阶 数 ， 从 
而 可 得 断言 . 所 以 ,作为 特例 ,我 们 有 : 对 于 m S n BIBI—T mx 
n 25E9(0,1)-4BB A, per(4) > 0, 当 且 仪 当 的 秩 是 m. | 
| Jlik4JRIOXERTGADFHU?5I1BtjBR. 如 果 对 于 满足 I< 
rxn-—1 eM r, A 不 包含 一 个 rX(n—r) ESET 


* 9 U se €" € 


IBMUEH. (ONES GI 的 直接 推论 可 得 ，、 个 完全 不 可 分 的 
n > 1 阶 方 阵 4 的 项 秩 等 于 n, 从 而 det(M) 关 0. 但 是 由 det M) v 
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0 一 般 并 不 能 推出 4 完全 不 可 分 。 然而 下 述 定理 指出 ，4 的 完全 
不 可 分 性 可 以 用 de( M) 的 一 个 代数 性 质 来 刻 划 吕 ， 这 一 事实 在 
Frobenius 的 工作 中 已 经 是 明白 的 了 . 

定理 6.2。 设 4 是 元 素 属 于 域 了 的 一 个 + 阶 方 降 , 设 M 一 4 六 
X 是 与 4 相伴 的 形式 关联 和 矩阵, 则 4 完全 不 可 分 当 且 仅 当 det(M) 
是 多 项 式 环 F* 一 Firu, ta. °**s Xen] 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 

在 这 一 节 里 ,我 们 指出 了 未 定 元 在 组 合 定 阵 论 中 的 两 种 用 法 。 
然而 ,我 们 预期 会 出 现 许多 其 它 用 法 , ME, 矩阵 与 未 定 元 相 结 合 
将 会 提供 一 种 处 理 各 类 组 合 问题 的 非常 有 效 的 手段 . 


[1] S. A. Amitsur and J. Levitzki, Minimal identities for algebras, Proc. 
Amer. Matb. Soc., 1 (1950), 449—463. | 

[2] W. G. Bridges, Some results on A-designs, J. Combinatorial Theory, 
8 (1970), 350—360. 

[3] —— ————-, The polynomial of a non-regular digraph, Pacific J. 
Math., 38 (1971), 325—341. 

[41 W. G. Bridges and E. S. Kramer, The determination of allA-designs 
withA—3, J. Combinatorial Theory, 8 (1970), 343—349. 

[5] W. G. Bridges and H. J. Ryser, Combinatorial designs and related 
systems, J. Algebra, 13 (1969), 432—446. 

[6] R.A. Brualdi and H. Perfect, Extension of partial diagonals of matrices 
I, Monatsh. Math., 75 (1971), 385—397. 

[7] N. G. de Bruijn and P. Erdós, On a combinatorial problem, Indag. 
Matb., 10 (1948), 421—423. 

[8] P. J. Cameron, Biplanes, Math. Z., 131 (1973), 85—101. 

[9] P. Dembowski, Finite Geometries, Springer-Verlag, Berlin, 1968. 

[10] R. P. Dilworth, A decomposition theorem for partially ordered sets, 
Ann. of Math., (2) 51 (1950), 161—166. 

[11] J. Edmonds, Systems of distinct representatives and linear algebra, 
J. Res. Nat. Bur. Standards, 71B (1967), 241—245. 

[12] L. R. Ford, Jr., and D. R. Fulkerson, Flows in Networks, Princeton 
University Press, 1962. 

[13] J. M. Goethals and J. J. Seidel, Orthogonal matrices with zero dia- 
gonal, Canad. J. Math., 19 (1967), 1001—1010. 

[14] A. W. Goodman, Set equations, Amer. Math. Monibiy.,72 (1965), 


607—613. 
[15] M. Hall, Jr., A problem in partitions, Bull. Amer. Math. Soc., 47 (1941), 
804—807. 


[16] —— — ———, Distinct representatives of subsets, Buli. Amer. Matb. 


[17] 
[18] 


[19] 
[20] 
[21] 
[22] 
[23] 
[24] 
[25] 


[26] 


[27] 
[28] 


[29] 
[30] 


[31] 
[22] 
[33] 
[54] 
[35] 
[56] 
[37] 
[38] 
[39] 


Soc., 54 (1948), 922—926. ™ 

———————, Combinatorial Theory, Blaisdell, Waltham, Mass., 1967. 
P. Hall, On representatives of subsets, J. London Math. Soc., 10 (1935 h 
26—30. 

A. J. Hoffman, Research problems, J. Combinatorial Theory., 2 (1967), 
393. 

A. J. Hoffman and McAndrew, The polynomoal of a directed graph, 
Proc. Amer. Math. Soc., 16 (1965), 303—309. 

W. B. Jurkat and H. J. Ryser, Matrix factorizations of determinants 
and permanents, J. Algebra, 3 (1966), 1—27. 

J. B. Kelly, Products of zero-one matrices, Canad. J. Math., 20 (1968), 
298—329. 

D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, Vol. 2, Seminume- 
rical Algorithms, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1969. 
m, Notes on central groupoids, J. Combinatorial Theory, 
8 (1970), 376—390 . 

E. S. Kramer, On A-designs, Dissertation, University of Michigan, 
1969. 

F. J. MacWilliams, N. J. A. Sloane, and J. G. Thompson, On the 
existence of a projective plane of order 10, J. Combinatorial Theory, 
A14 (1973), 66—78. 

M. Marcus and H. Minc. Permanents, Amer. Math. Monthly., 72 (1965), 
577—591, 

M. Marcus and M. Newman, Inequalities for the permanent fonction, 
Ann. of Math., 73 (1962), 47—62. 

L. Mirsky, Transversal Theory, Academic Press, New York, 1971. 
H. Perfect, Symmetrized form of P. Hall’s theorem on distinct rep- 
resentatives, Quart. J. Math. Oxford Ser., (2) 17 (1966), 303—306. 
H. J. Ryser, Combinatorial Mathematics, Carus Math. Monograph No. 
14, Mathematical Association of America, 1963.(BD2k 45) 
——————-——, An extension of a theorem of de Bruijn and Erdis on 
combinatorial designs, J. Algebra, 10 (1968), 246—261. 
———————, Combinatotial configurations, SIAM J. Appl. Math., 17 
(1969), 593—602. 

——————-, A generalization of the matrix equation A’=J, Linear 
Algebra and Appl., 3 (1970), 451—460. 

———— —-—, A fundamental matrix equation for finite sets, Proc. 
Amer. Math. Soc., 34 (1972), 332—336. 

——— ———, Intersection properties of finite sets, J. Combinatorial 
Theory, A14 (1973), 79—92. | 

— —— ———, Analogs of a theorem of Schur on mattix transforma 
tions, J. Algebra, 25 (1973), 176—184. 

一 -一 -一 一 Indeterminates and incidence matrices, Linear and Malti- 
linear Algebra, 1 (1973), 149—157. 

J. J. Seidel, Strongly regular graphs with (—1, 1, 0) adjacency 
matrix having eigenvalue 3, Linear Algebra and Appl., 1 (1968), 281— 


. 135 > 


298. 

[40] R. G. Swan, An application of graph theory to algebra, Proc. Amer. 
Math. Soc., 14 (1963), 367—373. 

[41] -—————— —-, Correction to ‘An application of graph theory to algebra,’ 
Proc. Amer. Matb. Soc., 21 (1969), 379—380. 

[42] W. T. Tutte, The factorization of linear graphs, J. London Math. Soc., 
22 (1947), 107—111. 

[43] D. R. Woodall, Square Alinked designs, Proc. London Math. Soc., 
(3) 20 (1970), 669—687. 


补充 : | 

[44] H. Minc, Permanents, Encyclopedia of Math. and its Appl. (G. C. 
Rota ed.), Vol. 6, Addison-Wesley, Reading, Mass, 1978. 对 此 书 的 书 
WTF Bull. Amer. Math. Soc. N. S., Vol. 1 (1979), 965—973. 

[45] H. J. Ryser, Indeterminates and incidence matrices, in Combinatorics, 
—Proc. of. the NATO Advanced Study Institute, 1974. 
(Ed. M. Hall, Jr., and J. H. Van Lint.) 

[46] —————————, Matrices and set intersections, Linear Algebra and Appl., 
37 (1981), 267—275. 


» 136 * 


